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Vorwort. 



Um zu einem allgemeinen Verfahren zu gelangen, an der Hand 
i eine Entscheidung über die Existenz oder Nichtexistenz von 
Flächen mit vorgeschriebenen Knimninngsvcriiältnissen gefällt werden 
kann, hat Herr Lipschitz in seinen: „Untersuchungen über die 
liestimmung von Überfiiiehen mit vorgeschriebenen, die Krümmungs- 
verlililniisse bc treffend en Eigenschaften" (Sitzungsberichte der Ber- 
liner Akademie vom 14. December 1882 and 8. Februar 1883) fol- 
genden Weg eingeschlngen. Mim betrachte ein ITiiehenelement als 
charakterisirt durch die Richtung seiner Normalen, durch die beiden 
ihm angebörigen li;niptkriimmnng!,h;ilbincsser und durch die Lage 
seiner Krümmungslinien. Dann tragt es sich zunächst, wie die letztere 
zu bestimmen sei. Die Richtungscosinns X, Y, Z der Normalen der 
eii!'/e!uen r-'n-ichenelemente betrachten wir als Functionen der unab- 
hängigen Veränderlichen p und q. Die Grössen X, T, Z sind zugleich 
die Coordinaten eines Punktes der Einheitskugel, dessen Tangential- 
ebene dem zu demAVerthepaar p , q gehörenden Flächenelement parallel 
ist. Die Einheitskugel ist jetzt mit einem System von Carven p = const., 
g = const. überzogen, und die Lage der Krümm ungslinien auf einem 
Fliicheneleinent lii«st sieh durch die Angabe eines Winkels bestimmen, 
welchen die Tangente einer der beiden Krümmiingslinien mit der 
Tangente einer der beiden Curven p = const., g = const, auf dein dem 
Fliicbenelement parallelen Kugeloberfiiichenclement bildet. Ein solcher 
Winkel soll nach dem Vorgänge des Herrn Lipschitz SieUunf/nwl.nl;i:l, 

, „. .. „ . , , ., dx dy da dai dy ds 

genaiiul werden. Die partiellen Ableitungen ■--, tt~>X : ' V~'Y~' V 

oder wie wir kürzer sagen wollen, die Differentiale dx, äy, äs der 
Coortlinaten einer nicht abwickelbaren Fläche lassen sich nun durch 
die ein Flächenelement charakterisirenden Stücke, also durch die 
RiehiungL-eosinus der Normalen, durch die beiden ifaujjtkviunmungs- 
halbmesser g x und g 2 , und durch den Stellungswinkel a darstellen. 
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IV "Vorwort. 

Denkt man sich jetzt umgekehrt diese Studie als Functionen 
der unabhängigen Variabein p und q gegeben, so lassen sich die 
den einzelnen Werthepaaren p, q entsprechenden Flächen demente 
im Kaum zu einer Fläche zusammenfügen oder nieht, je nachdem die 
hvtegr:ibilttäl*l.tcdingungen der in den Grössen X, Y, Z, g 1( p 2 und o 
gebildeten Ausdrücke für dx, dy, dz besteben oder nicht bestehen, 
Diese Integrabilitätsbedingungen bilden ein System von zwei partiellen 
Differentialgleichungen. 

Die Lehre von der Krümmung der Flächen ist, wie man weiss, 
in der Theorie der geradlinigen Sti'ahlensvsteme einbegriffen. Aucb 
für das soeben dargelegte Problem lässt si'cb ein allgemeineres aus 
dieser Theorie aufstellen. 

Denkt man sich durch jeden Punkt einer Fläche, deren Coor- 
dinaten wieder mit x, y, z bezeichnet werden mögen, eine Gerade 
oder, wie man sagt, einen Strahl mit den Richtungscosmus f, j;, £ 
gelegt, und werden die Abseissen auf diesen Strahlen von der Fläche 
aus gerechnet, so liegt es nahe, anstatt £>i und j> 2 die Abseilen r, 
und r t der Grenzpunkte der kürzesten Abstünde de« Strahls (|, ij, Q 
von seinen benachbarten Strahlen, an Stelle von a einen Winkel % 
zu benutzen, welcher die Stellung der beiden zum Strahl gehörenden 
Hauptebenen festlegt. Bedienen wir uns der Bezeichnungen des Herrn 
Kummer (Allgemeine Theorie der geradlinigen Sirahlensysteme, Jour- 
nal für die reine und augewandte Mathematik, Bd. 57, S. 189J und 
setzen : 





dx d% 


_ dy d« 


Ö£Ö£ 


e = 


dp dp 


dp dp 


dp dp ' 




= ^M + 


dy dji 


dsdC, 


f= 


dg dp 


dq dp 


di] dp' 


r= 


_(t£Ög + _ 


dy d» , 


df K 


dp dg dp dg 


dp dq 




= ^^ + 


_ dy Ö5 + 


dfitf 


9 = 


dg bq 


dg dg 


dq dg 



so lassen sich die Ausdrücke e, f-\-f und g in der That durch 
li Vi K> r ii r 2 und % darstellen. Zur Darstellung der partiellen Ab- 

Uriningcn ■'--. ■'.---. ■, ". V'---"' : .\- oder kürzer der Differentiale dx. dy, 
dp dp dp dq oq oq 

(Z0 'reichen über diese Grössen nicht aus, man hat noch die Rich- 
tungscosinus X, Y, Z der zum Flächenpunkt {x, y, ») gehörenden 
Nornialen, sowie eine Relation als gegeben anzunehmen, welche f 
und/'' selbst durch X, Y, Z, |, rj, C, r lt r 2 und v auszudrücken 
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Vorwort, V 

gestattet. Nun besteht in der Tbat eine lineare Relation zwischen 
e, f, f und g, deren Coefficienten nur von X, Y, Z, £, tj, t, ab- 
, und falls mau mit ihrer oder mit Hülfe einer sonstigen Be- 
, f, f und g durch X, Y, Z, £, r n l, r v r 2 und t aus- 
drücken kann, lassen sich auch die Differentiale dx, dy, äs durch 
diese Grössen darstellen, vorausgesetzt, dass die Fläche (x, y, e) 
nicht mit einer Brennfläehc des Strahlensystems zusammenfällt. 

Ein Flächenelement ist daher in allgemeinster Weise eharakte- 
risirt durch die Richtung seiner Kormalen, durch die Richtung des 
zu ihm gehörenden Strahls, durch die von ihm aus gerechneten Ab- 
scissen der Grenzpunkte der kürzesten Abstände des Strahls von 
seinen Nachharn und endlich durch die Lage der zum Strahl ge- 
hörenden Hauptebenen. 

Sind nun die Grössen X, Y, Z, £, r h t, r u r t und r als Func- 
tionen von p und q gegeben, und bildet man mit ihrer Hülfe die er- 
wähnten Ausdrücke für dx, dy, de, so bestimmen die einzelnen 
l'Biehesielemente mit den zugehörigen Strahlen zusammen ein Smihkn- 
system oder nicht, je nachdem die Integrabilitätsbedingungen von 
äx , dy, dz bestehen oder nicht bestehen. 

Von diesen drei Bedingungen hat eine die Eigenschaft, falls 
die beiden anderen erfüllt sind, mit der vorhin bezeichneten linearen 
Relation zwischen e, f, f und g, deren Coefficienten nur von X, F, 
Z, j-, i\, 'C abhängen, übereinzustimmen. Ist daher diese Relation bei 
der Bildung von f und f benutzt, so treten nur zwei Integrabilitäts- 
bedingungen auf, während sonst drei vorhanden sind. 

Lässtman die Strahlen (|, */, t) mit den Normalen der Flächen- 
elemente zusammenfallen, so wird die in Rede stehende Relation 
identisch erfüllt, sodass hierin der Grund liegt, wessnalb bei dem 
vorhin dargelegten Problem aus der iCrUinmungstheorie nur zwei Inte- 
grabilitriisliedirigungen auftreten. Bei den Strahlensystemcn hingegen, 
welche wir im dritten Capitel unserer Untersuchungen betrachten 
werden, tritt die I 



e+g~f+f=0 
auf. Benutzt man dieselbe bei der Darstellung von dx, dy, dm, so 

hat man es mit drei Inregrahiliiätsbeiiiuginigen zu thnn. 

Das so in grossen Zügen bezeichnete Problem liefert bei seiner 
Ausführung Methoden, deren Anwendung in vielen Fällen vorthei Uralt 
ist. So werden wir von den gewonnenen Gesichtspunkten aus die 
Krümmiings- und Asymptotenlinien, ferner die Flächen mit parallelen 
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VI Vorwort. 

Normalen und deren Zusammensetzung behandeln, wobei manche 
bereits bekannte Resultate zum Theil eine neue Begründung, zum 

Tlicil eine Erweiterung erfahren. Auch werden die im dritten Oa- 
pitel behandelten Strahlensysteme, sammt den i'iir dieselben charak- 
teristisclieii Flachen mannigfache- Gelegenheit zur Benutzung unserer 
Methoden liefern. 

Bonn im März 1886. 
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§ 1- 

Bei der Bestimmung der Lage eines geometrischen Punktes 
mittels seiner Coordinaicn x, y. s benutzen wir ein System von drei 
aufeinander rechtwinkligen Coordinatenaxen. Jede derselben wird 
durch den Coordinatentmfangspunkt in einen positiven Tbeil, auf 
welcliem die positiven, und in einen negativen Tkeil, auf welchem 
die negativen Coordinnten aufgetragen werden, zerlegt. Die positiven 
Theile der Coordinateuaxen bestimmen wir auf folgende Weise. Hat 
man den positiven Theil der z- und a>Axe beliebig gewählt, so soll 
ein auf dem CoordinatenaniangHpunkt stellende]' Beobachter den po- 
sitiven Theil der y-Axe. zur Linken haben, wenn er Dach dem po- 
sitiven Theil der #-Axe hinsieht, während der positive Theil der 
s-Axe durch seinen Körper hindurchgeht. Legen wir min durch den 
C'oordinat en antang^i »unkt eine beliebige Gerade, so soll der positive 
Theil derselben derjenige sein, dessen ^-Coordinaten positiv sind, 
Ist die Gerade in der xy-Ebcm: gezogen, so sollen die y-Coordinateu 
ihres positiven Tlieils positiv sein. Wären auch diese Kuli, so fiele 
der positive Theil der Geraden mit dem positiven Theil der #-Axe 
zusammen. 

Unter den Richtungscosinus einer Geraden wollen wir die Cosinus 
der Winkel verstehen, welche der positive Theil der zu ihr parallelen 
und durch den Coordinatenanfangspunkt gehenden Geraden mit den 
positiven T/heilen der Axen bildet. In Folge dessen wird der auf die 
ä--Axe bezügliche Richlungscosinus positiv, verschwindet er, so ist- der 
auf die j/-Axe bezügliche positiv, und ist auch dieser Null, so wird 
der auf die x-Axe bezügliche Richtiingi-eosinus gleich 1. 

Eine Gerade mit den Richtungscosinus a, 5, e soll kurz die 
Gerade («, b, c) heissen. Hier ist a auf die x-, b auf die y-, und c 
auf die #-Axe bezogen. Meistens werden wir die Grössen a, b, c als 
Quotienten darstellen, in deren Nenner eine Quadratwurzel auftritt. 
Man hat dann das Vorzeichen der Wurzel so zu nehmen, dass c, 
wenu c = 0, dass b, und wenn auch 6=0, dass a positiv wird. Der 
Einfachheit halber wollen wir im Folgenden bei einer solchen Vor- 
zeieheubestimmung den Fall c = nicht berücksichtigen. 

v. Lilientlial, Oberfläche!]) und ätrahlensyntsme. 1 
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2 IJezeichnimgen. 

Betrachten wir jetzt einen beliebigen Punkt P einer Geraden. 
Derselbe zerlegt die Gerade in zwei Theile, von denen wir ebenfalls 
den einen als den positiven, den andern als den negativen bezeichnen. 
Der erstere ist dann derjenige, welcher nach den obigen Festsetzungen 
als positiv anzusehen ist, wenn man die Gerade parallel zu sich 
selbst ohne Drehung so verschiebt, dag» P mit dem Coordinatenan- 
iangspiniki /UHaiiiiiieid'lil't. 

Ein zweiter Punkt der Geraden sei P'. Die Lage von P' in 
Bezug auf P wird durch die Abscisse von P' bestimmt. Ist r die- 
diejenige positive Zahl, welche mit der Längeneinheit multiplizirt 
die Entfarnimg de* Punktes P' von P angiebt, go soll r= +r oder 
r= — r die Abscisse von P lieissen, je nachdem P' im positiven 
oder negativen Tlieil unserer Geraden liegt. 

Die Coordinaten x, y, z der Punkte einer Fläche seien min als 
reguläre Funktionen zweier reeller Veränderlicher p und q j 
jedoch so, dass die drei Funktionaldeterminanten; 



dy <■'>/ 




äi 8z 


13* dx 


dp dq 
Sx dz 


i B = 


dp oq 
Öx dx 


__ dp dq 

' \dy dy 


dp 8q 




dp 3q 


dp öq 



nicht für jedes Werthsystem j), q verschwinden, sondern im Allge- 
meinen von Null verschieden sind. 

Wir fassen nun einen ganz im Endliehen liegenden, einfach zu- 
sammenhängenden Theil unserer Fläche ins Auge, welcher die Eigen- 
schaft hat, dass in keinem seiner Punkte der Ausdruck A* + B 2 + C 2 
verschwindet. Dem Werthepaar p, q entspreche ein im Innern dieses 
Gebietes liegender Fläehenpunkt. 



i wir mit Gauss: 



so besitzt in dem betrachteten Punkt die Curve p = const. eine Tan- 

d.v dy de 
geute mit den ltichtimgscosinus °' l -,'iÄ, 'J' 1 , und die Curve g = const. 

i& i& i'ä 

dx dy ds 

eine Tangente mit den Richtungscosinus: JE, SS, SS, Hier ist nach 
j/I iE iE 
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dem Obigen der Grösse iE das Vorzeichen tob — , hingegen der 

Grösse i& das Vorzeichen von -~- beizulegen. 

Bilden die positiven Theile der in Rede stehenden Tangenten 
den Winkel tu mit einander, so wird, wenn: 



e 8x dy dy dz d_ 



— = F 
dp dq dp dq 8p dg 

gesetzt wird, 

F^j/jJy'Gcos w. 

Hier ist w ein positiver Winke!, der kleiner ist wie it. 

Die Riehtimgscosinus der Normalen der Fläche im betrachteten 

Punkt seien X, Y, Z. Dann wird : 

A y _B _ C 
X = - p , Y-p, Z--, 

wo P gleich der mit dem Vorzeichen von C genommenen Quadrat- 
wurzel aus der Grösse EG — F 2 ist. Mit d t bezeichnen wir die po- 
sitive oder negative Einheit und setzen : 

Da sin <a positiv ist, so wird <$, = 4- 1, je nachdem -=—= po- 
sitiv oder negativ ist, d. h. je nachdem der positive Theil der zweiten 

( dx dy ds\ \dje_ 8y_ de \ 
dp, 8g, 3} V idg, dg, 8g \ { x,Y,Z) zur Linken 
iE iE iE/ \y& i& i&i 

oder zur Rechten eines auf dem Punkt {%, y, e) stehenden Beobach- 
ters liegt, welcher von einem Punkt des positiven TheÜs der dritten 
Geraden nach dem positiven Theil der ersten Geraden hinsieht, oder 
kürsser ausgedrückt, je nachdem die drei Geraden im positiven oder 
negativen Sinn auf einander folgen. 
Wir setzen ferner: 

Die positiven Theile der beiden Geraden : 

i dp Sp djp^\ l dq^ dj_ öq J 
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4 Bezeichnungen. 

— wo ]/L das Vorzeichen von 7— ,/N ä 
gen den Winkel (p einschliessen. Ist dann: 

BX BX , 8Y BY , 32 3Z ,, . , 

7— 3— +— ^- + — t- = M, so wird 

ojj Bq dp dq op öq 
M=i 'l/N cos ff, wo (p wieder positiv und kleiner als ■. 
Aus der Gleichung X*+Y*+Z a =l ergibt sich: 
x dX +Y BY +z 8Z = (> 
dp dp dp 



In Folge dessen wird jede der drei Determinanten 
(dY_dZ_dY BZ\ 18_Z BX_B_Z 8X\ /BX 8Y_8X dY\ 

■ß:P <"1 <"i vi'/' \dp dq dq dp)' \8p Bq 8q dp) 
und damit. LN — M" 2 für jedes Werthepaar p, q A. h, identisch ver- 
schwinden, sobald eine derselben diese Eigenschaft hat, Nun ist 

— __ s das Quadrat des zum betrachteten Fläehenpunkt gehören- 
den Ki-iiviiinungsmasses. Vergeh windet daher LN — M' 1 identisch, so 
haben wir es mit einer abwickelbaren Fläche zu thun. Nach Aus- 
; dieses Falles wird: 



BY dZ_ 

dp 0'/ 

Q 


BY 8Z 


dZäX BZ BX SX BY 
v 8p dq dq 8p v ß P 8 <I 
Y - Q ' Z Q 
ist, die Wurzel mit dem Vorzeichen vc 

BX BY 8X BY 


BXBY 

€■'./ dp 


}=iLN 


— Jf 2 


n 



dp Bq dq d p 

tre.iiüimm.üL Bezeichnen wir mit iL die positive oder negative Einheit, 
so soll Q = ä & }/L } ,f N sin ff sein. Hier wird 6 2 = + 1 , je nachdem 
B_X dY_8X8Y 

_ ■ positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem die drei 

]'L yN 

18X BY 



Geraden (%, %, *± I, 1% % % I, (X, Y, Z) im posi- 

\fZ iL iL-} \is für is/ 

tiven Sinne auf einander folgen oder nicht, 
Endlich setzen wir: 
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Kr |, iriiiiiiiiii;iih;»]bjin:ss(ji' eil 


es NonnaJuabnittB. 


8X dm 

dp dp 


, ST Sj 

3p 3p 


ez et 

dp 3p 




+*£ 


3X dx 


+ 3T3s 

8p dg 


aza». 

8p 3q 


= »££ + 
3ff 3p 


5Y Sp + 
8q dp 


dq dp 








5p Sq 


vY W'äa 


4-7 Sh 
+ Z 3fi 


dx dx 

S q v 1/ 


, 3T 3t 
T 3q 3<t 


3Z 3s 


3q* 


1 — ■■; + Z - ■: -— 

dq z tief 



©', 



so dass die Grossen 0, 0', 0" mit den Gauss 'sehen Grössen D, 
D', D" durch die Gleichungen 



verbunden sind. 

§2. 

Betrachten wir die zum Fläehenpunkt (x, y, g) gehörende Nor- 
male als durch ihn in einen positiven und negativen Theil zerlegt-, so 
wird der Krünjimingshalbmesser q irgend eines Normalschnitts als die 
Abscisse des zu diesem Normalschnitt gehörenden Krüramungsniitttel- 
punkts anzusehen sein. 

Dann ergibt sich für g die Gleichung: 

__Edp 2 +'2Fdp dq+Gdq^ ^_ dsfi+dtP+äsP .-. 

e ~ ®dp & +2&dpdq+&"d^ äXdx+äYdy+äZäe' ' 

Dass dieselbe in derThat ein positives oder negatives g liefert, 

je nachdem der zugehörige Krümrmingsmittelpunkt im positiven oder 

negativen Theil der Normale liegt, kann man so einsehen. Nimmt 

man an, dass die Normale parallel der s-Axe sei, so wird: 

_ E dp*+ 2 Fdpdq + G dq 2 _ 

Nun ist <P.e$0, je nachdem der zugehörige Krümm ungs mittel - 

punkt im positiven oder negativen Theil der Normale liegt, q hat 

aber das Vorzeichen von d 2 g, daher ist das Behauptete erwiesen. 

Die beiden, wie wir annehmen, von einander verschiedenen, 

Hauptkrümm in ig -.hall im es ser nennen wir q 1 und g 3 und betrachten q ± 

als den grösseren von beiden. Diese Werthe von g sind die Wurzeln 

der Gleichung: 

(©«" - 0"V _ ( G © + e@" — 2F0') q + EG - F* = 0. 2) 

Das Verhältnis? bezeichnen wir mit t\ zu g, gehöre der Werth 
dp 
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6 Hauptkrtimmiingshalbmesscr. 

t t von t, zu p a der Wertb t s von t. Dabei sind t L und t 2 die Wurzeln 
der Gleichung: 

(F&" — G ©') ( 2 - (G© — -E0") * + -E0' — 0.F = , 3) 

und es fragt sieh, welche Wurzel man für ^ , und welche Wurzel man 
für t 2 zu setzen habe. 

Es sei zunächst FQ" — • G ' = 0, so dass die Curven p = const. 
Krümmungslinien sind. Dann haben die beiden Hauptkrümmurigs- 
halbmesser die Werthe: 

G_ E&'—FG' 
&" nnü 00"_0a 



Man hat nun t 1 = co oder ^ — ,. —^7 zu nehmen, je 

nachdem : 

_e_ > E&' — F0' 

Ist aber .F0" — G0' von Null verschieden, so betrachten wir 
die zweite Ableitung '-—■ für t = t,. Man erhält: 

WW = _ (©+2©'( 1 +0"(f) a " 
Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Wenn die Grössen 
q 1 und p 2 dasselbe Vorzeichen besitzen, wenn also das Krümmungs- 
mass v. positiv ist, so liegen die Krümmungshalbmesser aller Normal- 
schnitte innerhalb der endlieben Grenzen q x und q%, und (tt|) 
muss negativ ausfallen. Dann ist: 



Besitzen aber die Grössen ^i «nd ? a verschiedene Vorzeichen, 
ist also das Krtlmmungsmass negativ, so sind reelle Asymptoten- 
linien vorbanden; die KrumiiiiiiigHhiilbmcsser sämmtlicher Normal- 
sehnitte liegen ausserhalb der Grenzen q 1 und g 2 > UE( i J etz * nimmt 
obige zweite Ableitung einen positiven Werth an. 

In diesem Fall ist: 

ti^-h, je nachdem FQ" ~ G ' < ist. 

Beide Fälle sind nun iu der Ungleichheit : 

h>t a , je nachdem / {F&" — GS") ^0 
zusammengefasst, so dass mau für t t die grössere oder die kleinere der 
beiden Wurzeln von 3) zu setzen hat, je nachdem y.(F&"—G&')'^.0 ist. 
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I!i'. , !ir.u.'. i i; , «!. , -iiHiiuL'i ■ ■"'.! i: Tüii.ii'i-iiiciL u.cj- Krü.ni vi 1.11 igblinien. 7 

Unter der Voraussetzung: F9" — G & <■ ergeben sich nun die 

GB — EG" 



k + h — v ci» _af.,< > h 'i 



F&" — G& ' n 2 F®" — G( 
ans welchen folgt: 

E+F(h +t 2 ) +<?M a = 0, 
+ 0' (*, + i 3 ) + 0" *i *a = 0) 
E+2Fti + Gt\ = fa — 4) (F + Gh) , 
E+2Ft 2 + G% = (t & — £,) (F + Gt 2 ), 
(F + Gtt)(F+ <?k) = — P a . 

Zwischen den Grössen g lt e 2 , ^i und £ a bestehen die Gleichungen: 
E + F 



E + Fh F+Gh 


E + Ft 2 F + ff* a 


© + ©% " 0' + e-t^ 


ea 0+ ©'( a 0' + 0'V 


E — QiQ F~Qi& 


( # — p 2 © E— Qz & 



' ._ -^ — tu™ _ J ~ d ^ " " '" 

f i @' ei — F ©>! — (?' 

Die Richtungscosinus der Tangente der zu p, gehörenden Kriim- 
mungslinie nennen wir A±, B lf Cj, die Bicliünjgscoi-imiS der Tangente 
der zu p 2 gehörenden A z , B 2 , C 3 . Setzen wir noch zur Abkürzung: 

E + 2Ft I + Gtl=U 2 1 , 
E+2Ft 2 + G£ = Xt, so wird: 



a dp dq 1 -n dp dq 1 n 


i-' + ii«, 


9m, dm. öy.dy 

,, CJ) ß? v) dp dq n 


a?> a? 


lier ist der Grösse Di das Vorzeichen 


»„„ii+äi,, 



gen der Grösse C a das Vorzeichen von - ' 
Die beiden Gleichungen: 

A Z X + B S T + C<,Z=0 
liefern die Beziehungen: 
X=(J 3 (JBaCi— BiCy, T=d i (G s A 1 —0 1 A i ),Z=3 B {A & S 1 —A 1 S 2 ). 7) 

Hier ist d s = + 1 , je nachdem ^ a -^'i — -^i -Es < ° i st - 
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8 Anwendung eines öiitzes iibcf yundraüsdi;. Formen. 

Die quadratischen Formen von dp und dg, welche den Zähler 
und Nenner des Alisdrucks für q bilden, mögen für den Angenbliok 
mit m und n bezeichnet werden. Bedeutet s eine willkürliche Grosse, 
so verschwindet die Determinante der quadratischen Form sn ~ m 
für g = p 1 ands= g 2 . Hierdurch wird man veranlasst einen Satz an- 
zuwenden, welchen Herr Weierstrass im Monatsbericht der Berliner 
Akademie vom 4. Mar/, 1858 für beliebig viele Variable bewiesen hat. 
Nach demselben kann man m in der Form ^^ + q^-i, hingegen n in 
der Form $■-, + & z darstellen, wo die Grössen *, und & 3 die Quadrate 
linearer Funktionen von dp und dq sind. Nimmt man; 
„ _ (-E — Q 2 &)dp^+2(F— to&)dpdq + (G — H& ')dg 2 



_(E — g 1 Q)dp* + ViF — Q-i&^äpdg + (g — Qi&')dq 2 ( 



so wird: 



[ 

»dg -V iß — Qi®")d q l 
Ca — 9i 



i + & e > ° J 

wobei aus der Gleichung 2) erhellt, dass it- x und # 2 in der That Qua- 
drate linearer Functionen von dp und dq sind. Diese Functionen 
lassen sieh in einfacher Weise darstellen, wenn man den im nächsten 
ihen einzuführenden SfeJhinf/swinket benutzt. 



Wir denniren zwei Winkel o und <p durch die Gleichungen; 



ö» , , öff dg dq 

— — , COS (ff — ml= — 



' ' - dq dq 

}[N 






1' 



Um den geometrischen Sachverhalt einfacher darlegen zu können, be- 
zeichnen wir den positiven Theil der Geraden! °' J '., -_:-.—.= / mit 1, 

V]/! iL iL/ 

/8X 6Y_ ÖZ_ \ 

den positiven Theil der Geraden \ '---, -4, —:=. /mit 2, den po- 
sitiven Theil der Geraden (A u B 1: C{) mit 3, und den positiven Theil 
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Einführung des Stellungwmkels. 9 

der Geraden (A s ,J3g,Cs) mit 4. Dann stellt der absolute Werth von 
ff die Grösse des Winke!.- /.wischen 1 und S dar; o selbst ist positiv 
oder negativ, je nachdem der Winkel zwischen 1 und 4 kleiner 

(gleich) oder grösser als - ist. 

Um den Werth von rp kennen zn lernen, betrachten wir das .System: 

, M_.rr 



dp dp dp 
welchem folgt: 

'{-- = \L (Ax cos ff 4- A% sin ff), 




|?= iL {B 1 cos ff 4- B z sin ff) , \ 




5-^«* — + 4*")- | 




Kbenso folgt aus den Gleichungen: 

^äF + *9? + ^äj = ^ 8 " ,( ''- 

öff o? 03 


"»): 
"»), 



das Systei 



|y— yS^owtff— g>) + ^ g sin (d— 9>)V 1 
|~= l /^^B l co8 (<r— gj) + ^Bin(tr— <p)V '■ 

-— = |/jv f C 1 ! cos(ff-ffj) + C 3 8in(ff — ff))}- 

Aus 2) und 3) erhält man aber: 

BX 8X , BY dY , 3Z 5Z ,- ,■•- 

ä— 5~ + 5— ö~ + ^T" — = 1 '-L VA cos (f. 

Daher ist cos <p = eos tp. 
Bildet man ferner mit Hülfe von 1) den Ausdruck: 

sin ff cos (ff — q>) — cos ff sin (ff — <p) , 
so entsteht: sin rp = ö z 6^ sin tp. Man hat somit: 
<p = da <J ä y. 
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10 Stallajigswinlicl. 

Sobald nun das Vorzeichen von r/> oder der Wertb von d 3 be- 
kannt ist, bestimmt die Grösse a die Stellung der Tangenten der 
llinipikrimiiiHitigsHmon und soll desshalb nach dem Vorgang des 
Herrn Lipschitz „SldlurujxicntkeV genannt werden. 

Die beigefügten Tabellen erläutern den geometrischen Sachver- 
halt in jedem einzelnen Falle. Der Einfachheit halber lasse man den 
Coordinatenanfangsprmkt mit dem Punkte (x, y, s) znsam m en fallen. 
Ist dann Z = 1, so denken wir einen Beobachter, durch dessen Körper 
der positive Theil der #-Axe geht, auf dem Punkt (x, y, e) stellend. 
Uie vier Geraden 1, 2, 3, 4 in derary-Ebeue sollen dann in der Auf- 
einanderfolge von rechts nach links betrachtet werden, wenn der Be- 
obachter einen Punkt der positiven »/-Axe fixirt. Ist aber Z von 1 
verschieden, so denken wir wieder einen Beobachter auf dem Punkt 
(x, y, s) stellend, lassen jetzt aber den positiven Theil der Geraden 
(X, Y, Z) durch seinen Körper liindurehgelieii. Dann sullen die Ge- 
raden 1 , 2, 3, 4 ebenfalls in der Reihenfolge von rechts nach links be- 
trachtet werden, wenn der Beobachter einen Punkt der positiven ^-Axe 
fixirt. Bedeuten a, ß, y, <H die vier Zahlen 1, 2, 3, 4 in irgend einer 
Reihenfolge, so wollen wir durch „a ß y d" anzeigen, dass in dem 
dargelegten Sinne ß auf a, y auf ß, d auf y folgt. 

Die Tabelle I bezieht sieh auf die Fälle, in welchen alle vier 
Geraden 1, 2, 3, 4 von einander verschieden sind. Die Tabelle II 
stellt die Fälle dar, in welchen zwei der Geraden in eine zusammen- 
fallen. Die Nummern der zusammenfallenden Geraden sind oben 
durch einen Bogen verbunden. Die Tabelle III endlieh enthalt die 
Fälle, in denen die vier Geraden nur durch zwei Richtungen vertreten 
werden. 
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DiiTstclkit]^' iL'v (Juadrate ^ und 0%. 



Gehen wir nun zur Darstellung der Quadrate ^ und $ s über. 
Unter Benutzung der Gleichungen 6) § 2 erhält man aus den Glei- 
chungen 1) dieses i'aragrapben die Beziehungen ■. 
rr e+S't, ,— . » + ©'(, 



5) 



"l 



Mit Hülfe der Gleichungen 4) und 5) § 2 ergiebt sieh hieraus 
zunächst: 

( 6' + e%)» 



■i 



sodann : 

i COS 2 = -—; - -( , j\ COS- (ff — Ol) = — r — ^s— , - , 

T • 8 JE Pl Ö »T • O / \ ö ' Pl ®" I 

iBin'ff» — 7 — — r, JV sin^ f<7 — tp) = — 7— r* 

h(fc — fc) 1 ^ * ft(fc-ft) ) 

In Folge dessen erhält man nach 8) § 2 für #1 und i)- z die Aus- 
drücke : 

*i = Qi (V-& cos r? dp -j- V^ cos (0 — «)) dj) 2 , ) _. 

*a =* Sz ilfä s i n tf<2p + V^sin (u — <p')dq) 2 . / 
In diesen Ausdrücken legen wir den Grössen j'Z nnd }/Jy die- 
selben Vorzeichen bei, wie früher. Es muss dann gezeigt werden, 
dass wir uns mit dun bisher aufgestellten Formeln in Uebereinstiininung 
befinden. Da: 

döi^r e 2 $2 = Eäp* + 2Fäpdq + Gdq 2 , 
& l + & 2 ^&dp* + 2G , dpdq+&" dg*, 
so folgt aus 8): 

E = L (o 3 cos 2 ff + qI sin 3 ö), 

F = }'L V'-V((?i cos ff cos (ff — ffj) + Q'i sin ff sin (u — <p)), 
(5 = jV(eJ cos 2 (ff~ ffj)+el sin 2 (ff — qp)), 
© =i(ei cos 2 ff + 02 sin 2 1;), 

0' = t[L ] f N (ql cos ff cos(<7 — (p)+Q 2 sin «sin (ff — a>)), 
©" = Nfa cos 2 (<7—- ffj)-r-p3 sin 3 (ff — ff)))- 
Mit Hülfe dieser Formeln nebmen die Werthe von t t und t a in 
5) § 2 die Gestalt an: 



II; 
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Piusidlimg iler Quadrate &i und Hg, 13 

t _ J L sin ° t = — ■ V x cos q 10) 

1 -/iV" sin (ö — cp) ' J/jV cos (ff — p) 

Um nun die Richtigkeit unserer Festsetzungen in Betreff \ r L 
und yjV einzusehen, kann man etwa die sich aus 5) ergebende Be- 
ziehung : 

JL cob g ^ + Q' fi 
j/ff cos (c — <p) _ ®' + ®" <i 
benutzen, welche in eine Identität übergeht, falls man rechts die sich 
aus 9) und 10) ergebenden Wertlie von 0, 0', 0" und t x einsetzt. 
Die Gleichungen 7), ans welchen sieh die Darstellungen 8) 
von #i und & a ergaben, wurden erhalten unter der Voraussetzung 
F&" — ö©'^0. Es aei jetzt F&"~ ff©' = 0. Man hat dann 
zunächst zu untersuchen, ob auch der Ausdruck EQ' - — QF ver- 
schwindet oder nicht. Nehmen wir zuerst an, dass EQ' — 0.F=O 
sei. Dann folgt, da 00" — Q" 1 von Null verschieden ist, dass so- 
wohl F wie 0' verschwindet. In diesem Falle hat die Gleichung 2) 
§2 die beiden Wurzeln: 

E , a 

so dass sowohl die Curven p = const, wie die Curven 3 s= const, 
Krümmungslinien sind. Ist nun: 

E G 

so fallen die Curven q = const mit den zu q x gehörenden, die Curven 
p = const. mit den zu g 2 gehörenden Krümmungslinien zusammen. 
Dann wird: 

cx_ oy dz_ 

^=5l, 11, = % (h=% 

fE iE ]/E 

3® 8y liz 

"- i'e' ' fa' * ia' 

aus 1) erhält man: 

,- — e r- 

]/L cos a = -yg, }'N cos (» — ff) = 0, 

— /— — s " 

|/£ sin = 0, fJT sin lß — <P)='~jg^' 

und man sieht leicht, dass die Gleichungen 7) erfüllt sind. 



/Google 



1 Darstellung der Qnatlralo flj und # 3 . 




Ist aber: 




G E 




y fallen die Curven p = eonst. mit den zu p lt die Curven 3 = 


■ coust. 


üt den zu" o,, «■chüroudcu lüiiimimii^slinlen zusammen, und es 


wird: 


fa aj dg 

A=Ä. R.=A fi._*Ä.. 





' iE iE " iE 



folgt aus 


1): 










iL cos o - 


= o, fi 


COS (ff - 


-<p) 


- /ff 


fL*n 


1(T = 


— 

iE ' 


)'iV sin 


(»- 


,0=0, 



und die Gieichungeu 7) sind wiederum erfüllt 

Nehmen wir zweitens an, dass der Ausdruck E& — 0_Fvon 
Null verschieden sei. Dann kann©' nicht verschwinden ; denn wäre 
©' = 0, so folgte aus der Gleichung FQ" — (?©' = 0, da 00"— 0^ 
von Null verschieden ist, auch F = 0, was mit der Voran *s et/. nng 
E@' — QF^- im Widerspruch steht. Es kann daher nur eine der 
beiden Curvenschaaren p = eonst., <? = eonst. die Kigeiischuft haben, 
von Krümmungslinien der Fläche gebildet zu werden. 

Die Gleichung 2) § 2 hat jetzt die beiden Wurzeln : 
G , E0" — &'F 

W UBd ©©"_©-> ■ 

Ist nun: 

_G_ __ E&" — Q'F 
01 — Q»> Öa— @ «_ 0. 3 > 

so fallen die Curven^ — eonst. mit den zu <jj gehörenden Krümmung-s 
Ihnen zusammen, und man erhält: 



Sx 


n» 


an 


A,-%, 


B,-^L, 


<A-%, 


1 is 


l'ß 


ie' 






ai.it. 


A 8p dq 
*» - TL 


t, 8p dg a 
• B * Tl. 


• Ca " TT. 
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Dm-ätel lim.tr di-r Quadrate 3^ und 0- 2 . 
E&—&F —&• . ,_ E&' — FQ'. 
Alsdann folgt: 



. . , (SS" -0")< . 

Aus den Gleichungen: 

__ e &' — g® __ ©" (£0'— jre) 

j?©<< _ && „ & (F0 — E9 1 ) 



erkennt man nun leicht die Gültigkeit der Gleichungen 7). 
Hat man aber: 

_ £0" — F& __ G_ 

Vi- ©©<<_@'S i e*~ ©'" 

so fallen die Curvenß = const, mit den zu u. z gohiii-emkm Kniiniiiv.niM- 
ünien zusammen. Jetzt wird: 



da da f öy dg 

1 Ci ' J ^i 


r dp dq 


4 <>S R ÖS 




wo nun tfj = „„ und C7 ; = ^ 


-wird. Dann überzeugt man 


sich in derselben Weise wie vorhin von dem Bestehen der Gleichun- 


gen 7). 





§ 4. 

Gehen wir nun dazu über, die Differentiale dx, dy , du auszu- 
drucken durch die Grössen X, Y, Z, q ± , g a , <r und q>. 
Aus den Gleichungen 2) und 3) § 3 ergibt sich : 
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i äx, dy , äz durch X, 






jj - ■ l^, 

0, 



hZ sin (ff- 



i .>-!> 



-,,) 



ö« l/jVain g 
dY sin ff 
<>« /Fein ( 
t)Z sin ö 
öo j/jVsin c 

ÖS COS 



o 2 = 



d P /tsin y 

dX 008(0—71) 

&P /£ sin <p 

bY cos (ff— y) _ ÖT cos o_ 

d# (/X Bin 93 ^9 /ff sin y' 

f)/? COS ('7 — (p) ÖZ CÜS O 



d^ yiv s 



iL, 



öff j/W s 



Unter Heimm:i!;j; dit^er Bo/.ioliimg'en und du' Glüirlunig'cn 9) § 
erhält man für dar, dy, tte das lineare System : 
Xäx + Ydy+Zde-=0, ) 

A l äx-\-I1 l <ly+C l dz=—Q l fL cos aap — ^ /ff cos(a-qi)dq, \ 
A z dx+B s dy+C s äB= — g a \ ! L sin ff dp— g a /ff sin (ff— g>)äq, \ 
welchem genügt wird durch die Ausdrücke: 

dx = — Q! A 1 ()'L cos ff dp -f /ff cos (ff — 71) dg) 

— o 3 j4 s C/i sin ff dp 4- /ff sin (e—<p) dg) 1 
d^ = — ßi Bj (/i cos ff dp + /ff cos (o — y) dö) 

— Ca-Ba (/E sin ff d# + /ff ain (ff — <p) dq), 
de = — ß! Ci (/Z cos ffdp + /W «'es (o—(f>) dq) 

— ß 3 Cg (/Z~ sin ff dp + /ff sin (ff — y) d 0) . 
Denselben kann man unter Benutzung von 1) die Form geb 

n(2cr— v ) \ ÖZ/t ft — p a sin 2 <T | 



Lö?>> 2 2 



ö? /ff 



?' j «5 i/ff 2 sin y J 



= TOT (Pi+Pa _ei- 
Ldj)\ 2 2 



, shi (2_ 






ö P 2 i/x sin y ö 2 ( 2 2 ein 90 f_| 

2h + öZ/£gr 

/ ^9 



gl— ga am (2 



1 fj 



_ r aZ i .i-ps) / J T sin2(»~ffi) 



v- 



dZ-o,- 



3 + n 



n(^"-'/) 



;] 



■'' </ : 



f.? !/ . 
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Integraliilit.ätebedmgiiiigen von dz. dy. du. 17 

Durch die Systeme 3) und 4) ist die im Eingänge dieses Para- 
graphen verlangte Darstellung der Differentiale (fx, dy, dz geleistet. 

Es empfiehlt sieh , hieran die Aufteilung der Integrabilitätsbe- 
tlingungen dieser Differentiale zu knüpfen. Dabei wird sich zeigen, 
dass eine dieser Bedingungen eine Folge der beiden anderen ist. Man 
erhält zunächst unter Benutzung des Systems 3): 



A(WZc, 



_WSoo i (o- 2 )\ 

a fe )'«siu(.-9) ' l 



+ e, h/ioosff-j- 1 - |/ff<,o»(o-(p)-j^-J 

■g ( HqjYLomü ö Wi?co»(g- .ri\ 






.lj.,V.V. m(»-rt \ 



+ a (lT cos O -j^ — ('S cos (O— Ji) -j^j 



+ 0a (^Xsiuff-v- 2 — f/^sinfo-- 



>S) 



"[ — r, np ) 

+ rJ hufL .in » dga r'Jf «i '- 



+ Ci (Vi» 

+ & h/iBmo- 



ac, 



— /ff COS (ff— ( 

— /Fsin (o—fp) ' 



.W. 



«,.) 



= 0. 



Um die Darstellung zu vereinfachen , führen wir, unter F eine 
beliebige Function verstehend, folgende Bezeichnung ein: 
£F(x,9,s,X,r,Z, A^S^Gi, A,,B^ 0,) 
= F(!c,),s,X, Y,Z, AuJSt, C„ Az,B„C 2 ) 
+ F<3,i,z, Y.Z.X, Bi.d,^, B t ,Cz,A,) 
+ F(z,x,y,Z,X, F, C,,!,,^,, C s ,A„B t ). 
Multiplicirt man nun die Gleichungen 5) der Beihe nach mit 
X, Y, Z, und addirt sie, so entsteht: 

v. Litienthal, 01)<'iilä:l,::n r.ml HtraMi.naysteme. 2 
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18 Integrrtbilitätsbedingungeii von dx, dy, dz. 

+ e , (Vi sin „.£ X ö ^f - ,/y ,in(„-?) 2l|) = ». J 
Aus den Beziehungen: .^X^ = .^X J 4 2 = ergibt sich: 

Die Gleichungen 1) aber liefern: 

SA 1 ^=}fWcos(a-<p) ; SA 1 ^=fLcoao, 
8 A^=JN Bin (a— rp), S A, ~ = ,/Tsin a . 

In Folge dessen ist die Gleichung 6) identisch erfüllt. 

Die Beziehungen 5) sind daher gleichbedeutend mit zwei von 
einander unabhängigen Gleichungen, welche man erhält, wenn man 
jene der Reihe nach mit A lf B 1} (7 If dann mit A 2 , B^, G % multipli- 
cirt und jedesmal addirt. Auf diese We 



b £>! YTooa a ()p i yifoos(g— tfi) 

dq dp 

+ b (YL sin aZA^-YWAnfa-f^At |j') - 0, 

ö p 3 JL sin o öp a V .Ysin (o--^) 

-«, {fT< m ,SA^-iäm(a- v )SA 1 ^) = 0. 

Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit i und addirt 
sie zur ersten, so ergibt sich: 

-t( ei + eB +Cft-e a )c at 1e"YL2Ajj 

j -U(a- 9 fi Hc-'r) 

- > (ft+fe+fa-ft) •"' * M> ) "* """ iSSA ~? ■ 
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Iiitegrabilitätsbedingungen von dx, dy, dz. 19 

i bleiben noch die beiden Ausdrücke £A, r 2 midJÜA,^—^ 
op bq 



Hinz 


formen. Aus 1) ergibt sich: 












ÖZ dZ 




(». 


dX 


2A 


ÖA 3 cososin(if— r/-) v f5js d da 
x öj räi«9> j/X" d« ^f 


smocosfff — ?>) „dg 
+ Bin» 9» -*yjf 


5 t)jp 
äs |T 




ö oos(o 


— g>) , 


^ ä 


COS ö 






+ COS (7 t t- 

02 81 


— ■ eos (ö 

9 


-^5? 


•inoj' 






Nun ist: 












ÖX dX 




« 


Ö_X 






y^_ AM. = 


d<p 
= — sin q> -r 2 - 

dg 












dtp 


02> 


-eray-jj- 








= — sin q> ^~ - 
T da 




t'E 




daher : 












d e 


do , dp 


— cosy 


öyz 
ä 2 






In derselben Weise 


ergibt sich unter Benutzung der Relation : 




dZ öX 




,n- 


d2 






y 6g _ö_ öp_ = 


dw 




j 5s 








b*p 


dj/Z 


-° oa « , -fc- 








_ sm95 -_ 




l/F 




die 


Gleichung: 














ay 


r 


d/ff 






14,^- 


(o — <p) dg d# 





An die Stelle von 10) tritt nun das Resultat: 

ds 

_ t h+l.+(*r-tJ?"ßYg__ m „»JE\ = 

sin p V ö p ös/ 

-<f ) ayjfta+ fa+fa— a) « 1 

/äyX a/F\ 
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20 BetraeW-vrr.s firf K-^'ii'.i'lfrr'i Falles. 

Diese mit der imaginären Einheit i gebildete Gleichung utnfasst 
sämmtliche Integrabilitätsbedingungen der Differentiale dx, dy, ds, 



Setzen wir nun unsere Resultate in Verbindimg mit denen des 
Herrn Lipschitz. In diesen 1 ) wird: 

X=cosp, J — sin p cos g, /J = sinpsing 
genommen, sodass sich ergibt: 

L = \, M=0, N=sin 2 p, <j> = f-i 

dZ . ÖXÖY 

< t- — sini* cos q, y- t . , - 

03 dp oq oq dp 

Da nach unseren Bestimmungen Z positiv ausfallen muss, so liegen 
die Winkel p und q zwischen und n. Danach hat man vier Haupt- 
falle zu unterscheiden, und jedem derselben entsprechen, je nachdem 
<P = i <P ist, zwei Unterfälle. 

I. 0<i><y, 0<g<y- 

Hier wird: }'L = \, ]^N = sinp, <J 2 = 1- 
1) <p = — j <S 3 = 1. Es ergiebt sieb: 

A 1 +iA s ='e v—svap) 
B 1 +iB 2 = e Vcospcos g + asing/ 
C x +iC% — e Icos^j sin #— i 00s q). 
Die Gleichungen 4) des § 4 werden : 

- dx = - fe±£ + 2t = 5? coa2ff)sinpdj) -Ö%in2 ö nm*pdq 

— dy = <y&^^ + ^ 1 Pa cos2ff)cosj> cos g— pl ea sin2c singUp 

+ ) ^p^sin 2 ff cos^ cos g— r 1 „ Pa — — -^ 2 cos 2 u Jsin 3 isinp c?<z 
_d* = i(?i±la +€1=0008 2 «Acospsin q + ö- a sin2ff «Mgidj 
+ '^ I ^ 2 sin2<Tcos^sing+f^-^— - 1 ~cos2a]cos3lsinpc?g 
I) SiUnujisberidit ilr.rr liei'Jmi'r Akinieinir: vom 8. Februar 1882. 
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Betrachtung eines besonderen Falles, 
und die Gleichung 11) § 4 nimmt die Gestalt an: 



_ _j ^ + 



„j ^IPi+Pb— fa— &)e f a 



2) V = _-,<J, = _1. 

Hiev wird: 

A!+»j4a= e \— sinjj/ 

-ßi + j5 a = e Icosp cos ^ — itin <1> 

Ci+iC^ = e xcosps'm q + i cos gz. 

An Stelle der Gleichungen 4) § 4 erhält man: 

~dx^-^^+ 9 -^oOB2 a yiüpdp+^-hm2a^pd i 
- ät/**ife~&+ 9 -£=& cos 2 <Acosi> cos 3 + e -i=^sin 2o sin q\ dp 

+ /-^Ö2 ain2( , C o S pcos 3 -(?^- e -^cos2Am3\8in^2 
-*j-/fe±Ä + SCfi cos 2 ff )eosi> sin§-ö- a sin 2a msq\ dp 

+ i— ^y^- 2 sin2ff cospsing+f^ 3 -^ — ^—^ cos 2a \aosq\smpdq 
und anstatt 11) § 4 entsteht: 

«fa+ft+fr i -ft).-"} +i(ei+Sii Hei _ 8s)e -'.., eosi , 



II. < p<. - ; - < 2 < tt, woraus folgt : 
j/i = 1, j/jf== — sinßj d 2 — — 1' 

1) »«f, 4 — l. 

Hier wird: 

^ + 1^ = e >ö (— sinp) 

J?! + *S a = e" (cos ^ cos 3 — * sin #) 

C x + «C^ = e'° (cos# sin g + t cos q). 
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22 JSeti'aclir.mi; ciims ljw.r.di'-ni Falles. 

Die Differentiale äx, äy, dz genügen jetzt den Gleichungen 3 
ihre Integrabilitätsbedingungen werden durch i) dargestellt. 
2) 9 --|, <J 3 = 1. 
Hier wird: 

^ + i4 a = e ,< 'C— awp) 
B x + il? a = e ia { cos # cos q + i sin 3) 
Gl + iC 3 = e'° (cos p sin 3 — i cos q) , 
und es gelten die Gleichungen 1) und 2). 

III. ~ <Zp < n; < 3 < | . Es wird: 
j/i= — 1, V^=-sinp, <J a = — 1. 

1) y = |,rf 3 = -l. 
Man erhält: 

Ai + iAs = e 10 sin p 
B ± + iB 2 = e* n (— cos^j cos g+i sin 2) 
Ci + iO ä = e'" ( — eos p sin 3—* cos g) , 
und es gelten die Gleichungen 3) und 4). 

2) <p~-^,d B = l. 
Es folgt: 

A x + iA s = e s sin p 
B L + iB 2 = e io (— eos p eos 3 — i sin 3) 
C[ + iC 2 = e" 7 (— cos ß sin g + i eos 3), 
und es bestehen die Gleichungen 1) und 2). 

IV. J<i?<:?r, J<g</r, 

Man hat hier zu setzen: )/X = — 1, ]/ff = — siny, rf a = l. 

i) »=§, 4-1. 

Es wird: 

j4 x + i4 s = e ,ü sin p 
I?! + iB E = c'° (-— cos p cos q — i sin 3) 
C?i + i C 2 = e" (— cos p sin 3 -1- i cos q) , 
und es besteht 1) und 2). 

2) 9> = -£, <*„ = -!. 
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lietraclinins- 'Ana besonderen Falles. 23 

Man hat jetzt: 

A x + %A^ = e'° sin p 
i?i + iB 2 = e" 7 (— cos p cos q + i sin q) 
Ci + iC 2 = e"' { — cosp sin q + i cos g), 
und es gelten die Gleichungen 3) und 4). 

Durch die Curven j? = const. und g=const. wird die Einheits- 
kugel, deren Gleichung: X a + T 2 + Z* = 1 ist, mit zwei Systemen 
von Kreisen überzogen, p bedeutet die Poldistanz, 4 die geogra- 
phische Länge, wobei der Pol derjenige Punkt ist, in welchem der 
positive Theil der #-Axo die Kugeloberfläehe trifft. Die Geraden 

\ -~ , ~ , -JL I sind daher sämmtlieh Tangenten an grösste Kreise, 

deren Ebenen durch die x-Axe gehen, somit ist die Gerade 
/dX dT dZ_\ 
dp dp 

\fE' fE' fLf 

mit einer Ebene, welche zugleich die Normale des Fläciienelements 
und die Richtung der 3>Axe enthält. Den positiven Theil dieser Ge- 
raden bezeichnen wir wie früher mit 1, den positiven Theil der auf 

/öz dr dz_\ 

ihr senkrechten Geraden! ■■—, -l=, -== f mit 2, und die positiven 
\]/N j/iv" fN/ 

Theile der Geraden (A lt B t , C,) und (A 2 , B 2 , C 2 ) bezüglich mit 3 

und 4. Folgende Tabelle, welche wie die frühere eingerichtet ist, 

gibt alsdann die Lage unserer 4 Geraden in jedem der betrachteten 

8 Fälle an. 



-ß=, -iL, -ß=. ) auf dem Flachenelenieiit der f)urcli>c!initt desselben 





i " 


»1 's 


*. 




1. 1) 


1423 


+ 


+ 






">f 


IV. 1) 


1. 1) 


4182 


+ 


+ 






•<l 


IV. I) 


1.2) 


S142 


+ 


- 




-1 


«<f 


IV. 2) 


r. 2) 


1324 


- 


- 




-1 


-T<* 


rv. 2) 


IL 1) 


2314 


+ 


+ 


-1 


-1 


°<i 


III. 1) 


IL 1) 


3241 


+ 


+ 


-1 


-1 


«> | 


m. 1) 


IL 2) 


2413 


+ 


- 


-1 




«<l 


III. 2) 


n. 2) 


4281 


- 


- 


-' 




-J<« 


III. 2) 
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24 BeBtiuimliii.vkoit vun:r FISclio durch X, Y, Z^ ci, p 2 , o und <p. 

Herr Lipschitz setzt — q x und — £2 da, wo wir gj und p 3 
geschrieben haben und benutzt nur die Gleichungen 3) und 4). Nimmt 
mau aber in den Gleichungen I) und 2) — u statt a, so gehen die Be- 
ziehungen 1) in 3) über, und 2) wird in den conjugirten Ausdruck 
von 4) verwandelt, welcher bekanntlich mit 4) besteht. Wir sehen 
somit, dass 3) und 4) formell in jedem Falle ausreichend sind. 



Wenn die Coordinaten x, y, s einer nicht abwickelbaren Fläche 
als Functionen von p und 3 gegeben sind, so gelten, wie wir sahen, 
die Darstellungen 3) und 4) und die Gleichung 11) § 4. 

Es seien jetzt umgekehrt die Richtungscosinus X, Y, Z einer 
Geraden, ferner die Grössen Q lt q z , a und das Vorzeichen von <p 
(oder auch ö s ) gegeben, jedoch .ho, dass LN—M 2 von Null verschieden 
ist, und dass die nach 1) g 4 gebildeten Ausdrücke G^ und C a positive 
Werthe erhalten. Endlich sei nochpj>e 2 - 

Fasst man die gegebenen Functionen X, Y, Z, g lt g 2 i ö und y 
in derselben geometrischen Bedeutung auf, wie bisher, so kann man 
sie als charakteristisch für die einzelnen den Werthepaaren p, q ent- 
sprechenden ["lachenelemeute betrachten. Die Bedingungen nun, unter 
denen diese Fluchend erneute im Raum zu einem Flächenstück zusam- 
t werden können, sind durch die Gleichung 11) § 4 zusam- 
Ist diese Gleichung erfüllt, so werden die Coordinaten der 
zu den gegebenen Stücken gehörenden Fläche durch Integration aus 
den Ausdrücken 3) § 4 erhalten. Denken wir uns diese Integration 
ausgeführt. Alsdaun muss gezeigt werden, dass die gegebenen Stücke 
für die erhaltene Fläche (x, y, s) in der That dieselbe geometrische 
Bedeutung besitzen, wie angenommen wurde. 

Zunächst geht aus 3) § 4 hervor, dass die Grössen X. Y, Z&ie 
Richtungscosinus der Normalen der Fläche (x. y, g) darstellen. 

Die Werthe q\, g' a , ffl im d <p' mögen nun in Bezug auf die 
Fläche (x, y, 2) in derselben geometrischen Bedeutung gebraucht 
werden, wie früher g if g 2 , ff und q>. Wir haben uns dann von dem 
Bestehen der Gleichungen; 

61 — e'i 1 62 — <?'ai o' = a und q> = tp' 
zu überzeugen. 

Wendet man die Gleichungen 0) § 3 an, so wird: 
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Bestimmbarkeit einer Fläche durch X, Y, Z, y, , n 2 , u und tp. 25 

qq" — ©'2= iJV" Qi p 2 sin 2 cp "I 

m — Fi^LNaXulmPfp. ) 

F&'—G®' =~iL 0NQiQ^{Qi~ e;! )^sin2(<T— 9o)sin<p 
&@ — £©" = ijVßißg^ — e a )sin(2ff— 9))sin^ V 2) 

E&' —&F = — fT ^ i p! e s (gj — e 2 ) g sin 2 er sin <p . j 

Bildet man nun mit Hülfe von X) die Gleichung 2) § 2, so sieht 
man, dass Qi = <f\, e a = p'a wird. 

Die weitere Rechnung wollen wir nur für den Fall durchführen, 
dass die Grösse F&" — G& von verschieden ist. 

Stellt man unter Benutzung von 2) die Gleichung 3) §2 her, so 
wird dieselbe durch die beiden Werthe 

}iL sin o }/L cos g 

ffi sin (o — p) ' fff 1 cos (<r — <p) 

von i befriedigt. Nach § 2 ist fc ^ t 2 , je nachdem x {¥&' — G ©' ) < ist. 

Diese BfilJiigunj: liissf sich auch so aussprechen, dass ^ — £ a das Vor- 
zeichen von x(F&" — G&) haben muss. Setzt man nun: 

t = _ YE _ J»L? ( = _ £i cos o 

1 j/iv sin (o— ? )' 2 y ff co 8 ((i— ¥ )' 

SO wird: 

und diese Differenz hat offenbar dasselbe Vorzeichen wie x(FQ" -- G&'), 

da : 

v _ (F@" — G&-) = — iL fN N (fo — e ä ) g sin 2 (<*—& * mc P 
wird, und pj — £ a positiv ist. 

Unter Benutzung der Gleichungen 9) § 3 und der gefundenen 
Werthe von ^ und t z erhält man nun: 

Die Bichtungscosinus der Tangente der zu q\ gehörenden Krüm- 
rimiiasliuie bezeichnen wir mit A' u B\, C\, die Richtungscosinus 
der Tangente der zu g' 2 gehörenden Krümmungslinie mit A' 2 , B' 2 , C' v 
«! und £ 2 mögen absolut genommen die Einheit bedeuten. Dann 
kann : 
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26 Krümm i.i Hgsl in if:n. 

11 "sin (o — cp)' V2 cos (ff— f) 

gesetzt werden, wenn e 1 und s 2 so bestimmt sind, dass 0\ und C' 2 
positiv ausfallen, unter Benutzung von 6) § 2 und 3) § 4 folgt nun; 

A = *i4i -4' 2 = — «e^ 2) 
B'i = s x Bj , B' 3 = — b 2 B% , 
C\ = e i C 1 , C' 2 = — € 2 C 2 . 
Da wir vorausgesetzt haben, dass <\ und 6' 2 positiv sind, so ist 
£] ■= 1, e ä = — 1 zu setzen, und es wird: 

A\ = A lt A' 2 = A 2 u. s. f. 
Dann lehren aber die Gleichungen 1) § 3, dass auch <r' = ff, 
tp' = qi wird. 

§ 7. 

Ziehen wir nun aus unseren Entwicklungen einige Folgerungen 
für die Theorie der krummen Oberflächen. Zuerst mögen die Kriim- 
lmiugslinieii betrachtet werden. Setzt man: 

^ L sin a dp + } f N sin (ff— <p)dq = 0, 1J 

so werden nach 3) § 4 die Differentiale dx, dg, d.i bezüglich pro- 
portional den Grössen A 1 , B lt C x . Daher ist 1) die Differaitiat- 
;.:li'-i('!!H]];r der v.w o, gelitimidon Kniiiimungalinien. In derselben Weise 
erkennt man, dass die Beziehung: 

fL cos adp + i/Weos (ff — <p) äq = 2) 

die Differentialgleichung der zu q z gehörenden Krümmungslinien dar- 
stellt. 

Vergleichen wir nun das den Punkt (a;, y, s) umgebende Flä- 
clicnelement mit dem parallelen Element der Kugelfläehe, deren Glei- 
chung: x*+t>+z s = \ ist. 

Das letztere umgibt den Punkt (X, Y, Z) der Kugel und jedem 
Werthe von * entspricht eine durch diesen Punkt gehende Tangente 
der Kugel mit den Kichtungseosinus : 

^.L^f ^Z+^It ^.JL.^.4 

dp dg dp bg dp bg 



YL+ZMt+Wt* ' iL+2Mt+Nt* ]/L+2M(+Nt 2 
Es lässt sieh nun zeigen, dass die zu den Werthen t x und t % von 
( gehörenden Kugertangenten und nur diese den entsprechenden 
FiJietieiiUuigenten parallel sind. Fragen wir allgemein , wann ein 
solcher Parallelismus stattfindet, d.h. wann: 
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dx , d£ dX dX. 

dp dq __ dp d/j 
fE+2Fi+Gt* ~~ ]fL+2Mt+m* ' 

dp dq _ dp dg 
]/E+2Ft+Gt* = fL+2Ml+NP ' 

*£ + *±t ^ + ^t 

dp dq dp dq 



Multiplicirt man diese Gleichung' 



der Reihe nach mit -,--, ,' , 
dp dp 



dq' dq 
beiden Beziehungen: 



e jedesmal, so ergeben sieh die 



iE+2Ft+Gf- 
F+Gt 



fL + 



i Mt+NP 
■ ~&'t 



fE+ZFt+Gfi l/L+2Mt+m a 
so dass die Gleichung entsteht: 

(E+Ft)(G' + Q" f) = (F+Gt)(&+&t). 
Dieselbe stimmt aber mit -der "[Gleichung 3) § 2 Uberein und 
besitzt folglich die beiden Wurzeln ^ und t 2 ._ Man kann daher die 
Kichtungscosinus der Tangenten der Kriinimungslmieii auch durch 
folgende Gleichungen ' darstellen: 



A,r 





äs 





<k' 



iL+2Mt t +Ntf 



) / L+2Mt 1 +Nt% 



bX- + dX f 
dp dq 2 


** + *!* 

dp dq 3 


PJ + ^-t 

dp dq 2 



yL+iMll + Nti 



Betrachten, wir nun den Speeialfall, [in welchem die Curven 
p = const. und q = const. Krümmungslinien sind. 

Es falle zunächst die Curve q = const. mit der zu ^ gehörenden, 
die Curve p — eoust. mit der zu g a gehörenden Krümmungslinie zu- 
Dann wird 

sin o = 0, und cos (o — q>) = 0. 
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Nach der eben gemachten Bemerkung füllt die Gerade 



/6x ör dz \ 

I dp dp dj>) m . t der Geraden (A B q) u n d die Gerade 

\JL iL iL! 

( bX öY dZ \ 

-iL, ~, --iL / mit (Ap, B.-,, C>) zusammen, sodass die Benutzung 

Je iN fü/ 

der Tabelle III § 3 gestattet ist. Diese liefert nun: 

«=o, »> = -£. 

Die Gleichungen 9) § 1} gehen dann in die folgenden über: 

-1) 



ril 



e = Lq' u f = o, e =jv«|, | 

an die Stelle von 4) § 4 treten die Beziehungen 1 ): 
, tX, dX, \ 

* s = ~ ei o7*' _fe Ss * 

, ar, ar, 

a« = -ei-^<ip-ez- S j<i<j > 5) 

1 5y''~ 
und anstatt 11) § 4 erscheint: 

eeir'J 

~S?" T ""~Ö T~ä» ra Tä 

Setzt man den reellen und imaginären Bestandtheil von 6) ftir 
sich gleich Null, so entstehen die beiden Beziehungen: 

oder mit Hülfe von 5) 2 ): 

\Pl Pa/ ds Pj 02 ' f 

\Pa 9i/ d P 4 <>P ) 

Fällt zweitens die Curve p = const. mit der zu q± gehörenden 

1) Vergl. eine Abhandiung eins Herrn Woiugarten, Journal für Mathe- 
matik Bd. 62, S. 162. 

2) Vergl. Enneper, Gottingev gelehrte Nachrichten vom Jahre 1882 S. 90. 
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K rii ri n-.ungslmien. 29 

Kriimmiingsli nie, die Curve q = const. aber mit der zu g 2 gelierenden 
Krtimmungslinie zusammen, so wird: 

cos ff = und sin (a~<p) = 0. 
Jetzt ist die Gerade (A 1 , B lt C{) mit der Geraden 

(k, M ^) und die Gerade (^,£ 2 .C 2 ) mit (^, % d f ) 

identisch. 

Danach liefert die Tabelle III §3: 

An Stelle von 0) §3 erhält man: 

E=Lq\, F =0, G *=NqI, t 

®=Lq % , ©' = 0, ©"=^0!, ; 

an Stelle von 4) §4: 

, dZ , <)Z , 

die = — p a j—ap — Pi t™ «g. 

■■'1 . '■ 

und an Stelle von 11) § 4: 

ö Pa l/£_ öj/^_ .j tlgi/ä- . ■ *YT>\ 6a) 

" dq le * dp ~ *\ dp + pl ög {' 

Man erkennt wie oben, dass diese Setzte Beziehung gleichbedeu- 
tend ist mit den beiden folgenden : 

, \öVü , r=- dp» „ 



, iZ, dZ, 

de=— Qz-t- dp — Sit- »3, 



oder mit: 

/l 1\ 5 JE _j E de 2 \ 
\Gä Pl/ Ög p^ ög ' I 

\Pi (V öß p* ö> 

Die Gleichungen 4) und 4a) lehren, dass jedesmal, wenn die 
Curven p = const. und # = const. mit den Krümm ungslinien zusam- 
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30 Asymptotralinit-.'u. 

roenf allen, sowohl F wie 0' versehwindet. Dies findet aber auch 
umgekehrt statt, Man hat dann nach 9) § 3: 

q\ cos a cos (ff— <p)-\-(>l sin a sin (ff — <p) =0, 
^cos ff cos (ff— cp}+@2 s ' n(7 8 ' n (a—-(p) = 0. 
Die Determinante ^i ?a (di— ?>>) dieser Gleichungen versehwindet 
nur, wenn ^ = ^2 ist, d. h. wenn wir es mit einer Kugel zu thun haben. 
Auf einer solchen ist aber jede Curve als Krümnuiugsliiiie zu be- 
trachten. 

Schliesst man den Fall der Kugel aus, so wird: 

cos ff cos (ff— <jp) = und sin ff sin(ff~ <p) = 0, d. h. entweder: 
cos ff ss sin (u— tp) = , oder : 
sin o = cos (ö— <j>) = . 



Wenden wir uns nun zur Betrachtung der Asymptotenlinieu. 
Längs derselben, falls sie reell sind, wird bekanntlich der Krtimnuuigs- 
biilbmessei' eines Kormitlschnitrs unendlich gross, so dass ihre Dif- 
ferentialgleichung die Form hat: 

9dp i +2&dpäq+@"äq i ~ 0, 
oder nach 9) § 3: 

Dj (}/icos odp+^N co$(g— q>) dg) 2 \ -j-, 

+ g 2 ()/ L sin o dp + \'N um (<r—tp)dq) 2 = 0. i 
Diese Gleichung kann durch reelle Werthe von dp \md"dq nur 
dann erfüllt werden, wenn d und ga entgegengesetzte Vor/eichen 
haben, d.h. nach unseren Festsetzungen, wenn $ t positiv, o a aber 
negativ ist. Die beiden Quadratwurzeln fyj und ^~g s sollen mit 
dem positiven Vorzeichen genommen werden. Dann ist die 
1) gleichbedeutend mit den beiden folgenden: 

y'X (]/ßi cos ff — i—$% sin o) dp 
+ ^N [Yöi cos (ff — (p) — ]/— o 3 sin (o — cpj) äq=0, 

iJJ{\'Qi eos a + )^— e 2 sin ff) dp 
+ l'SCVft cos (ff— p) + |^S sin ( ff — ?)) ^9 = 0. | 

Den Wertb des Verhältnisses ■■—, welcher der" ersten dieser 
dp 

Gleichungen entspricht, wollen wir mit t\, hingegen den der zweiten 
Gleichung in 2) entsprechenden Werth jenes Verhältnisses mit t' % be- 
zeichnen. Dann wird: 



:>i 
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Asymptotenlinien. 

fN |/ ?I oo» (a-if)— i— p., »in (0-93) ' 
_ JL v'pi cos 0+ i — p 2 »i 11 ° 

iN /pi cos {c—tp) + i— p 2 sin (o—o)) 






(l'Si 



£pi P2 (pa — ei) aina y 

is(ö-y) — l/~p s sin(o- 
■EPiMPa— ft)s: 



(feoosfo-ojH-^ 



n(o-»)) S 



Den positiven Theil der Tangente der t\ entsprechenden Asym- 
ptotenlinie wollen wir mit 5, seine Richtungscosinus mit a 1; i lf c x 
bezeichnen. Ebenso werde der positive Theil der t' 2 entsprechenden 



Asymptotenlinie durch 6 
<h> h' c z- 

Man hat dann 



und seine Richtungscosinus seien 









dp dq l 
Vi 

p 3 



** + *** 

_ dp dg 



Setzt man in diesen Formeln für t' u t' z , U u U z die in 3) und 
4) befindliehen Werthe, ftlr die partiellen Ableitungen von x, y, e, 
die sich aus 3) §4 ergebende« Ausdrücke, so erhält man: 



M>1 = 






Ps R _ JiVfa— ggV- 



-.*!= 



_Pi.^i; 



-<-*l'-ft 






ri'j— !'i 



V'ftl — ?2 



Hier ist föj—Ös positiv zu nehmen; Ö i ist gleich + 1 oder — 1, 
je nachdem C^ fa— C 3 ] / — e a >- oder <0 ist. 

Den Winkel zwischen den positiven Theilen [t und v zweier 
Geraden wollen wir mit (ft, v) bezeichnen, so dass z. B. der Winkel 
zwischen den positiven Theilen der Geraden {A^ , S 1 , C x ) und 
(a,, & 1; Cj) mit (3,5) anzudeuten ist. Danach ergibt sich: 
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As y mptotenlinien . 



8(3,5): 



Ms (3,8) 






cos (4, 5) 



, cos (4, 6) ■■ 



,ZzESSr, 

hiQl—Qi 



™< 5 . 6 > = 4^ 



■0s) 



7) 



Die Gleichungen 6) beweisen den bekannten Satz, dass die Tau- 
genten der Krümmungslinien die Winkel zwischen den Tangenten 
der Asymptotenlinien halbiren. Sie zeigen ferner, da cos (3, 6) nnd 
cos (4, 6) positiv ist, dass 6 stets in dem von 3 und 4 eingesch lohnen 
rechten Winkel liegt. 

Die Gleichung 7) lehrt, dass die Tangenten der Asymptoten- 
linien dann und nur dann einen constanten Winkel mit einander bilden, 

wenn das Verhältnis^ -■■ constant ist. Dieser Winkel ist dann und nur 

dann ein rechter, wenn q x + ß ä = ist, d. h., wenn man es mit einer 
Minimalfläche zu thun hat 1 ). 

Unsere vier Geraden 3, 4, 5, 6 können im Ganzen vier ver- 
schiedene Lagen annehmen. Ist ä t = 1, so entsteht nach der früheren 
Bezeichnungsweise ftvr <J a = 1 (4 6 3 5), für 6 Z = — 1 {5 3 6 4); ist 
Ö i = — 1 , so entsteht für 3 3 = 1 (5 4 6 3) und für d 3 = — 1 (3 6 4 5), 

Die beiden durch den Punkt (X, Y, Z) gehenden Tangenten der 
Kinbmskugel, welcbe zu den Werthen t\ und >j' a von t gehören und 
nur diese sind senkrecht zu den entsprechenden Flächentaugcntcn ; 
denn soll eine Flachentangente normal zu der demselben Werth von 
t entsprechenden Kugelttiiigc-ntc sein, so muss die Gleichung: 

bestehen, d. b. aber, t ist eine Wurzel der Gleichung: 
& + 2@-t + Q"t 2 = Q. 

Lassen wir nun die Curven p = const. und q = const. mit den 
Asymptotenlinien zusammenfallen, Dann wird = 0" = 0, und mau 
sieht, dass auch umgekehrt, wenn 0=©" = O ist, die Curven 
p = const., g= const. Asymptotenlinien sind. 

Specieller falle zunächst die Curve q = const. mit der zu t\. 
die Curve p = const. mit der zu t' 2 gehörenden Asymptotenlinie zu- 



= 



1) Vrgl. Euneper, Gott.ingergolelirteNadii-iditi.-ji vom Jahre 1870S.495, 
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A symptotKnlinien. 33 

Alsdann besteht: 

YÖi cos <r — \f — p 2 sin o = 0, 
]/?! cos (ff — (p) + i — p 2 sin (« — y) = , 
woraus sich ergibt : 

sin (2 ff — ffi) = 0. 
bX dY dZ 

Jetzt ist die Gerade -=, -7==, -= senkrecht zur Geraden 
iL iL iL 

(«! , h-i , Ci), so dass 1 zwischen 3 und 4 Hegt, und positiv und kleiner 

als -- wird. 

Man hat daher für ein positives <p: 

2 tr — tp=0, 

hingegen für ein negatives y : 

2ff — (f — 7t, 

Fällt zweitens die Curve p = const. mit der zu t\, die Curve 
2 = const. mit der zu t' 2 gehörenden Asymptotenlinie zusammen, so 
wird: 

j/^i cos ff + i — g 2 sin ff = 0, 
Ve7cos(ff— f) —} /zz e^ sin (er— y) = 0, 
also wieder: 

sin (2ff-g0 = <>- 

öl (IT ÄZ 

In diesem Falle ist die Gerade -~, -ß=, -ß= senkrecht zur 

ys /y \n 

Geraden (%, & If Cj), so dass 2 zwischen 3 und 4 liegt, und <7 — ip 
positiv und kleiner als -^ wird. Ist daher ff positiv, so wird 2 a—<p 

= n, ist aber ff negativ, so wird 2<r — go = 0. 

Die zu entwickelnden Beziehungen zeigen nun eine Verschic- 
deuheit auf, je nachdem: 

2(7 — ^ = 0, oder 
2 ff — (p = n ist. 
Betrachten wir zunächst den ersteren Fall: 

2a = (f. 
Die Gleichungen 3) § 3 lassen sich stets auf folgende Form 
bringen : 
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34 A sym.pt n '■; i- n.l iiiicn . 

E ~ T V Pl + Ca ' ^ + ^2+(ei— Sa) eos 2tr) — 2 ?! e a j= , 

ö = f{(ei+e2)(ei+e2+(?i-e 2 ) cos 2( < r- ff ))-2 ei ea j» , 
© =|-jei+e a +(ei-e a )oo82ffj, 

©" = y jpi+ea+fei— Pa) cos 2 (ff— f ){ ■ J 

Die Griissen und 0" sind Null. Daher folgt in unserem Fall : 

0OB¥ = _a±s., si „ T = ± VEIKa \ u» 

ß!— Pa Pi— Pa 3 

E= — QiQ»L, 

^, = _ Pi+t? a _ öi Ö2 fLfW= öx p a cos qo /I'l/W, 
Ql— Pa 

(? = -eie 3 Ä r , 

= 0, e» Ä _ EfiLü ^ryj?; ©"=o. 

Pl ?a 
Die Gleichungen 4) § 4 nehmen jetzt die Gestalt an: 

*-^[ig«»-Hi*<i-H-»K]. | 12) 

'-V[lt^-£$»-l£g-S?-*l'«]- 

Anstatt 11) §4 erscheint: 

jK^th + ft-Kfa-gQ«"*» ■ ei+Pa+Cei-Pa)^ / ^ co 3ff a ^ = 
d# sin <p V dp ^ dq / 

"1 dp sin ip \ ö<? ÖP ■ 

oder: 
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Vi a „il'? N l 



? »H",i; — """v 



oder endlich: 

_ . d]fL]f— e lg B __ £^e7 /Vw _ co8 öi/Z 1 ) | 

Ö#^ Sin y V dp Ö? / I 13 j 

' dp sin (/> \ d(; äjj /> ' 

Setzt man in der letzten Gleichung den reellen und imaginären 
HesUmdtheil für sich gleich Null, so entstehen die beiden Beziehungen: 

welche sich durch die beiden folgenden ersetzen lassen: 

Unter Benutzung von 11) kann man den heiden letzten Glei- 
chungen die Form geben: 

Wenden wir uns nun zum zweiten Fall: 2a — q> = iz. In der- 
selben Weise, wie vorhin, ergibt sich: 

008 „ = &±SS , S in . = + OäS 10 a) 

Pi— Pa Pi — Ps 

-B = — PiPa-k, 

F = &±* a fe ilLiX= fc J, cos OJ |'i ]/W, 
Pi — Pa 

e =0. @' = ^J-'\'Lt's, ©"=o, 

Pl~ Pa 
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36 Bemerkung über Minim&lfläclien. 

^ Pl— Pari 02 ÖZl/i/, lÖXl/ff ÖS |,ll 

Pi— Psfidir ör/ti, \dY\?J? 'öY /, "I 



COS y }''(-/ 



6 log )/—(>! g a 



^ " Ö *_ ' 15a) 

eos 9 /s^s: + yg- 6I °gv^^ = 2 ^ • ] 

Die Gleichungen 14) und 14a) gestalten sieh besonders einfach, 
wenn das Produkt p x q 2 constant ist, d. h. wenn die Curven p = const. 
2=const. die Asymptotenlinien auf einer Fläche von coustantem 

negativen Krtimmurjgsinass sind. Dann wird -4 — = und ~— 

= 0, d. h. L und damit E ist nur von p, jedoch N und damit G ist 
nur von q abhängig 1 ), 

Ein ähnlicher Umstand findet bei den Minimalflächen statt, welche 
bekanntlich dadurch ausgezeichnet sind, dass in jedem ihrer Punkte 

die Summe der beiden ihuuttki'iuniiiun^hai'miesser verschwindet, also 
g a = — (?! zu setzen ist. Man erhält für diese Flächen zunächst nach 
9) § 3: 

& = q 1 Lcob2g, &' = Q 1 fL-\/Ncos(2a—<p),@"=Q 1 Ncos2{(j—qi),\ 
und anstatt 11) § 4 erseheint: 

dq V1 Bmq>\ dp _ T ö 5 I _ l 171 

Es werde nun cos ip = genommen. Alsdann erkennt man leicht, 
dass 17) gleichbedeutend ist mit den beiden Beziehungen: 

1) Yergl. Enaeper, Güttitigor yvkhrJe Nachrichten vom Jahre 1870, S. 496. 
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ItaTiej-kiinjr iilici- Miiiiiiialjlricliin). 



2 o, 


cos 2 
sin 2 
sin 2 
eos2 


dq 

dp 

'"ST 

dp 


-ft »i - 


cos» 2 


+ cos 2 
+ sin 2 
— sin 2 
±cos2 




dpi 


±2 Ql 
-Sfc 


09 

dp 
sin 2 n- 


dpi 

dp ' 
öd 


"5s - 


dpi 




Öp 


dp 



|s. 



Hier gelten die oberen oder unteren Vorzeichen, je nachdem 

cp = + — ist. Man ruultiplizire nun die erste Gleichung in 18) mit 

cos 2 <f, die zweite mit sin2o und suhtrahire die zweite von der 

ersten, sodann addire man die zweite, mit cos 2 a muttiplizirte, zur 

ersten mit sin 2 a multiplizirten. Auf diese Weise erhält man die 
Beziehungen : 

oj — ' ' dp dp ' ' ' "oj 

Hierin Hegt nun folgender Satz ') : „Sind die Coordinaten einer 
Minirnalfläehe als Funktionen von p und q so dargestellt, dass eosip 

E 

::loirii Xüil und a const, ist. so ist .ij X, sowie — nur eine Function 
Pi 

von p, Qi N und — nur eine Funktion von q". 
Pi 
Die beiden Voraussetzungen dieses Satzes finden sowohl statt, 
wenn die Curven p = const., q — coiiut. Krumniungslinien, als wenn 
sie Asymptotenliuieu sind. In der That werden bei den Minimal- 
(lachen sowohl die Gleichungen 7) und 7a) §7, als H) und 14a) 
dieses Paragraphen durch die beiden Beziehungen; 

-? 1 — = und -v — = vertreten. 

dq dp 



§0. 

Um weitere Sätze, die sieh ans unseren Kniwickelungen ohue 
jede Mühe ergeben, bequemer aussprechen zu können, wollen wir 
fortan unsere Fläche, deren Coordinaten x,y,s sind, mit S bezeichnen. 

Die gedachten Sätze beziehen sich zumeist auf den Fall, dass 

1) Vergl. H. A. Schwarz, Journal für Mathematik, Bd. 80, S. 282, 
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iSS Rechtwinklige Curvensy steine. 

cos <f> = ist, dass also die Curven p ~ const., q =■ const. auf der Ein 
heitskitgel, deren Gleichung: 

X 2 + F a + Z* = 1 

ist, ein rechtwinkligem System bilden. 

Unter dieser Yoniussfitziiiig- ergibt sieh nach 9) § 8: 

E = L(tfC0S,*ü + Q*fiW. a 0), 

F= ~fL ^jS T (g'f — ;j|) sin (7 cos ff sitif-jp. 

GT— N(qI sin 2 <r +[q% eos 2 a) , 

© ~ L (?i cos 2 ff + £ 2 sin 3 u) , 

& = ]■■' .7, pjf (<h — 0a) s i° ff cos ff s i n <y 

©"sBjT(e 1 8in. a ff lä + ß 2 co8 a ff). 

Hierin liegt nun folgender Satz: „Ist 5 eine Kugel oder eine 

Miuimnlfläehe, so entspricht einem rechtwinkligen Curvensystem 
p = const., q = const. auf der Einheiiskugel stets ein ebensolches 
auf der Flüche S. Ist aber S weder eine Kugel noch eine Minimal- 
fläche, so entspricht einem rechtwinkligen Kurven System p = const, 
q = const. auf der Einlieitskugel nur dann ein ebensolches auf der 
Flüche 5. wenn das letztere mit dem System der KrümmungsKnien 
von 8 zusammenfällt." 

Neben der Flüche S betrachten wir jetzt eine zweite Fläche S,, 
die wie S nicht abwickelbar sein darf. Die Cooniinaten von £, sollen 
ebenfalls als Funktionen von p und g , jedoch so gegeben sein, dass 
denselben Werthepaar p, q auf den beiden Flüchen zwei Punkte mit 
parallelen Normalen entsprechen. Die beiden Hauptkrünininngsiiaib- 
messer von S, seien q\ und p' B , die übrigen auf S 1 bezüglichen Aus- 
drücke sollen mit dem unteren iudex 1 versehen werden. Die Grössen 
X, Y, Z, L, M, N sind für beide Flächen gleich, ebenso ist 
cos f/i = cos <p t . 

Wenn nun der absolute Betrag von tp einem Rechten gleichkommt, 
so ergibt sich für die Fläche S,: 

E x = £(p'f cos- u, + e'^sin^o,), 

F 1 = }/L]?N (ei — Q%) sin ff 1 cos ff 1 sin g>, , 

ff, =j^( e 'f8iu a ff 1 + e|cos 2 (7 1 ), 

0, = L (q\ cos 3 o\ + p' a sin 2 o-,) , 
©', =yL ^N (q\ — e'a) sinu, cos a l $ l mip ll 
Q'\ = N(q\ sin 2 c, + p'a cosa w i) ■ 
Darnach kann man als Corollar zu dem vorigen Satz den folgen- 
den aussprechen: „Sind die beiden nicht abwickelbaren Flächen Ö 
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[ioip.i'i'Hsdir.' r 11 rvi'iisys turne. 31) 

uud S ± SO aufeinander bezogen. da<_;s ilire Normalen in entsprechen- 
den Punkten parallel sind, ist zweitens das Curven System p = const. 
2 = const. auf der Fläche S so beschallen, dass ihm auf der F.inhcits- 
kugel ein rechtwinkliges System entspricht, so ist, dieses Ciirvensystem 
auf der Fläche S : stets rechtwinklig', wenn S 1 eine Kugel oder eine 
Minhimülfieue ist, im TJebrigen nur dann, wenn jenes Curvensystem 
mit dem System der Kriiinmungslinien von S 1 zusammenfällt" 1 ). 

Weitere Bemerkungen mögen isometrische lieziel Hingen betreffen. 
Man nennt das Curvensystein p = const., q = const. auf der Fläche S 
isometrisch, wenn die. Gleichungen E= G und F= bestellen. Das- 
selbe Ctm-ensystem auf der Eiuheitskugel ist dann isometrisch, wenn 
die. Gleichungen L~'N und M— gelten. Nehmen wir zuerst 
L = N, und fragen, unter welchen Umständen auch die Gleichung 
E— G erfüllt ist. Diese Gleichung wird jetzt durch die Beziehung: 

q\ cos 2 ff + g| sin 3 o = q% cos 3 (ff -- q>) + q\ sin 2 (ff — rp), 
oder : 

(gS — p|}(oo8 a (j — cos 2 ((? — ö))) =0, 
oder endlich durch: 

— (e 2 — g 2 ) sin (2 u — (p) sin <p = 
vertreten. .Somit erhalten wir den Satz: „Besteht für das Ctirven- 
System p = const., q = const. auf der Einheitskugel die Gleichung 
L = N, so besteht für dasselbe System auf der Fläche jS die Glei- 
chung E= G, wenn S eine Kugel oder Minimalfläcke ist, im Uebrigen 
aber nur dann, wenn die Gleichung sin(2o — q>) — gilt." 

Die letzte Beziehung findet nach dem Früheren statt, wenn die 
Curven p — = const. , q = const, auf S mit den Asymptotenliuien von 
S, falls dieselben reell sind, zusammenfallen. 

Legen wir nun dem Ctirvensystem ^ — const., 3 = const, auf 
der Einbeitskugel die weitere Beschränkung auf, rechtwinklig zu 
sein. Soll dann für das entsprechende Ourveusystem auf der Fläche 
S die Gleichung E~G bestehen, so runss 
(of — e 2 ) cos 2 ff = 
werde).]. 

Wenn der erste Factor der linken Seite dieser Beziehung ver- 
schwindet, so ist S entweder eine Kugel oder eine Minimalfläche, 
Verschwindet aber cos2tr, so ist, da cos (p gleich Null ist, auch 
sin (2 ff — q>) gleich Null; dann ist S wieder eine Minimalfläche, und 

l) Vgl. Enneper, Göttinger gelehrte Nachrichten vom Jahre 1882, 
S. 34, 36. 
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40 Flächen mit parallelen Normalen, 

die Curven p = const. , g = const. sind ihre Asymptoten! inien. Danach 
erhalten wir den Satz; 

„Einem isometrischen Curvensystem p = const., q = const. auf 
der Einhcitstugel entspricht nur dann ein isometrisches Curvensystem 
p— const., 9= const. auf der Fläche S, wenn letztere eine Kugel 
oder eine Minimalfläche ist." 

Nehmen wir endlich an, dass die Curven p = eonst., q = const. 
auf den beiden Flächen S und S t die Bedeutung der Krfimmungs- 
linien haben, und fragen wir, wann beide Systeme isometrisch sind. 
Hier sind vier Fälle zu unterscheiden. 

1) Es fallen die Curven g = const. auf S mit den zu q 1 ge- 
uTliiii'füirten, auf Si mit den zu q\ gelierenden Krimnnuugsliuien zu- 
sammen. Dann wird: 

E = q\L, G = ei N, Ei^q'XL, Gi^q^N, 
und bei stattfindender Isometrie ergibt sich: 



2) Es fallen die Curven q = const. auf S mit den zu f) lt auf 
#i mit den zu p 2 gehörenden Krümmungslinien zusammen. Es ist 
dann; 

E=q\L, G = q\N, E 1 =q%L, ff t — tf ff, 
und, wenn Isometrie statthat: 

Q% Q'l 

3) Fallen die Curven q = const. auf # mit denzu^a, auf SV mit 
den zu q\ gehörenden Krümmungslinien zusammen, so wird: 

E = q\L, G = q\N, Ei^a'lL, G 1 = e%]X' l 
und bei statthabender Isometrie: 



4) Wenn die Curven q = const. auf S mit den zu q 2 , auf Sj 
mit den zu q' 2 gehörenden Krümmungslinien zusammenfallen, so wird: 

E=q\L, ff — (JA", Ei^qIL, G = q'*N, 
also, falls Isometrie stattfindet: 



! ). 



1) Vergl. Enneper, GUtm^r göldivtc Xaelsvi clsieu vom Jahre LS82, S. 92. 
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Zusammensetzung von Fliiohni mit parallelen Normalen. 



§ 10. 

Herr Lipschitz hat in seinen Untersuchungen den Begriff der 
ZuHummmmt^mg nicht abwickelbarer Flachen aufgestellt, mit dem 
wir uns nun beschäftigen wollen. Es seien irgend w nicht abwickel- 
bare Flächen dadurch bestimmt, daas ihre Coordinaten (a^, y lt ^), 
(x & , y z , #2») ■■■(*.) ^,1- O a * s Funktionen von p, q gegeben seien. 
Die n jedem Werthepaar p, q entsprechenden Punkte auf den n 
Flächen sollen die Eigenschaft haben, dass die ihnen zugehörende-n 
Flächen normalen parallel sind. Bezeichnet man dann mit m 1 , m ä , . . . m n 
n reelle Constante, so heissen die Ausdrücke 



x = 2!m t x tl y- 2^ y y y , 8 = £m v z v , 

abgesehen von additiven Constanten, die Coordinaten einer aus den 
n gegebenen zusammengesetzten Fläche. Mino solche besitzt zunächst 
die Eigenschaft, dass ihre zum Werthepaar p, q gehörende Normale 
den entsprechenden Normalen auf den n Flächen parallel ist; denn 
bezeichnet man die Kichtttngscosinus der letzteren Normalen mit 
X, Y, Z, so wird : 

Xdx + Ydy+ Zds = jkm v (Xdx v + Ydy v + Zde y ) = 0. 

Ferner bestimmen sich die Krümmungsverliältnisse einer zu- 
ten Fläche aus denen der n gegebenen durch einfache 
Um diese zu erhalten bezeichnen wir die a,ui' die Fläche 
( x r i V r i s v ) bezüglichen Ausdrücke q 1 , p 2 , n, (p der Reihe nach mit 



. fi' 



die Grössen X, Y, Z für alle n Flächen dieselben sind, i 
ip„=cosfp gesetzt werden. 

ergibt sieb für die Fläche (x p , y r , #,.) nach 4) § 4: 



" LS? I 2 




/Google 



tzung von Flüchen mit parai-den Normalen. 

Hieraus erhält man die Ausdrücke für äy t und An , indem man 
an Stelle von X setzt _", resp. Z, 

Multiplizirt man nun äx v mit m s , und wetzt: 

<ft - fc) ^- = J, *, (ei"' - tf J ) ^; : . | 3) 

(ft-ft) cos 2 o - im, (^ - e' v) joos 2 a„ j 

so liefert die Summation: 

i«. *_ _ _r|jja+ft _ c-a. •'■■ (ü «-ti\ + agazj. g-TU ) 

,~i ' ' Lop' 2 2 sintp ( da ,/jy 2 sin?J^ 

r äZ ft— ft, |_? »in 2 (g-y) aZjft+fe ft — f, .in(2»— y) n j„ 

_ L _ S~2^^^toT- + äT' 2 + 2 — ri_J— U 1 * 2 ' 

und durch Vertauschen von X mit _" resp. _? erhält man die Aus- 
drücke von £m v dt/ v und J£m v dz v . 

Es lässt sieh nun zeigen, dass auch die InlegraliüLtiitsbedingungen 
der Ausdrücke 2£m r das r , £m„.dy r , £nt v ds v erfüllt bleiben, wenn 

man in ihnen die Substitutionen 2) vornimmt:. 

Dabei empfiehlt es sieh den reellen und den imaginären Be- 

'•tandtlieil der Gleichung 11) £ 4- gesondert für sich zu betrachten. 
Wir setzen für den Augenblick zur Abkürzung: 

d)/'W _i_T _ dvT dj_f „ 

-4— — COS CO— 5 = P, -4 cos w -'■ - = Q. 

dp T dq dq ^ dp 

Das Verschwinden des reellen Theiles der auf die Fläche 
{x t , y r , ,? v ) bezogenen Gleichung 11) § 4 liefert die Beziehung; 

Ö]_T(a +6 oos_ff) b sin 2 ff bfW(a r +b-Ooa2(o—(pJ) 

* — _ _____ — __ p — O o8 q> i r 

dq <sm(p r r dp 

b t sin 2 (_■„— y v ) 



i^«^<».-».L + K+s ,.„, 2( „,^) )C , 



dp 

deren rechte Seite sich auf die Form bringen lässt : 
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ZusiUiimeiiseminp' l'on l'üidiPM m>f panillolei] Normalen. 

_| sin 2 o 1 

cil/A' ia+b oos3o ^2»4^t-; 8in a 73 C03 71} 

«0.» ^ 



ö i/i^h — cos 2 (f . „ , . „ 

sm ¥, 1 /— , sin2(T v ösin a o 

-•"■''' 5i> a'* 6 '!^""^-^ 

d|'4"S„oos2.> cos». ,— dsin> 

+ 2smV- ! ^-5 ! - + )'jVS,oos2o-,oo8o3— ^- 

sin 2 o, 
+ a v Q+b v eo*2 <> L eoi-2 i/Q + 2b : — sin s ? cos y Q . 

Multipli/.irt man diese Gleichung mit m : , und summirt über 
1 bis w, so ergibt sich unter Benutzung von 2): 

o fUli+t, ± tei-fa) ■»• 2 ol . , sin 2 o- p 

_ „,,. ,„ ^l / J|?i+g.+(gi-gi' °" 2 («— 1»)) 

' dl> 






+foi+ea+(fc— ft!)c082(ff— q>))Q. 



Setzt man den imaginären Theil der auf die Fläche (x v , y v , #„) 
bezogenen Gleichung 11) § 4 gleich Null, so erhält man: 

b/Lb t sin 2 c,, ffl v +ö j; cos2a r 
Ö£ sinqi, 

Ö^^ft sin 2 (o — q») a„+&, cos 2 fe— <pj 

= ■ — COS (f> -r -I- COS Cfi : Q 



. dTfr(fl. +».«»'*(v-y,)) . . . 

— sm y t — — =r ■ — o,, sin 2 (a, — <f v ) Q. 

Multiplizivt man diese Gleichung mit — sin (f v , so nimmt sie 
nach einfachen Umformungen die Gestalt an: 
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ZnsiHjiiiuüisiilKLijig von I'lÜt.h'ii siiil jiiii'.'.lkltiu Xormideii. 
,— ein2o 



sin- rp 



it^Nb— r —cqs2w . „ 

' ' Biny r i — sin ^ r>" öam s m 

i'o:-: » siii-w r— f- — co-, q vm2rt \'Nb — — ^ — - 

r T öp 2 ' * amtp t dp 

ö}'^ 7 6, 0082(7, cosy ,— öain s a 

— 2 sin s ip cos y ■■■ t — \Nb r cos 2 ff t c""* " 



dp ' ' "dp 

( sin 2 ö \ 

— ■■ cos<^ I «-,. + &, .cos 2 « cos 2 'f + 2h v -— — sin 3 95 cos r/) I Q 

,—/ sin 2 ff, •. 

byNi a v + b r cos 2a T cos 2 <p + 26,, -. Bin 8 p cos ^ j 

+ sin 2 qo s '— 

dp 

[ Bin' 2 ö„ \ 

+ Ö,,— 7— sin a 7- cos- 2 7—- 2 fr. cos 2 o-, siii-.j cos*,- ]('. 

\ siny f j 

Wird diese Beziehung mit »i v multiplieirt, so liefert die Summation 

über v von 1 bis n unter Benutzung- von 2) : 

(1 vifoi— 0.,) .sin 2<> 

t 5i~ — 

08 y sin y ^gfc a»)»»ä(«-g ) _ oM^a+fc+fe-fcJeo« 2(<7- ff )) S 

,„, y > /* fa +a ,+ fe,-f»> '"■ a (»->)) +„„,, (! , 1 _ ! , l ) Bto 2(»-o ) )e. 

Wird die letzte Gleichung durch — sin <p dividirt und unter 
Zuhülfenahme der imaginären Einheit i mit 4) verbunden, so entsteht 
genau die Gleichung 11) § 4. 

Daraus folgt nun, dass, wie wir schon sahen, X, Y, Z und 
ferner p lf p 2 , o und <p für die aus den n gegebenen Flächen zu- 
sammengesetzte Fläche, deren Coordinateu: 

x = £ tn t x r , 

y=21m r y r) 

z = 2£ *>h s v 

sind, dieselbe geometrische Bedeutung besitzen, in welcher sie früher 
gebraucht sind. 
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Zusammensetzung von Flächen mir piiivillelcn Normalen. 45 

Die Gleichungen 2) gestatten zunächst die eindeutige Bestim- 
mung der Grössen ^ und p a . Hierbei ergibt sieb wie bei Herrn 
Lipschitz; 

4 eipa = ! §**$* + ß* ) ! ~ Is^tä* ~~ ffl Sin 2 a - \ 

— \£m r (Qi } — p' l) ) cos2öJ ■ 

Die erste der Gleichungen 2) lehrt ferner den Satz: 

„Jede ans n Minima I f laut t c n zusammengesetzte Fläche ist wieder 
eine Minimalfläehe" 1 ). 

Um die Grösse o eindeutig zu bestimmen, hat man zunächst tp 
zu berechnen. Dies geschieht auf folgende Weise. 

Die Gleichungen 10) § 3 kann man so sehreiben: 



i/N 1 sin2o . 

I -' sin- o cos '/■ — - — Bin 1 

2 sin <p 

}IL co»»g 



Somit ist die eindeutige Bestimmung von t l und f E , und unter 
RemH/ung der Gleichungen 3) dieses und der Gleichungen öj des Para- 
graph 2 die eindeutige Bestimmung des Ausdrucks ^-Bi — -B^i mög- 
lich. Da nun Z positiv ist, so lehren die Beziehungen 7) §2 die Grösse 
ds, kennen, wodurch dann in Folge von: <p = S & <? 3 q> auch <p ein- 
deutig bestimmt ist. Dann gestatten aber die Gleichungen 2) die 
eindeutige Bestimmung von a, wenn man noch hiuzunimmt, das?j die 
Ausdrucke für C t und C 2 in 1) § 4 positiv ausfallen müssen. 

Wie Herr Lipschitz gezeigt hat, ist die -zusammengesetzte 
Fläche aus einer Kugel und einer beliebigen nicht abwickelbaren 
FH'tehc eine Parade (fläche der letzteren. Lässt man den Halbmesser 
der Kugel versehwinden, diese also in einen Punkt übergehen, so 
werden die Coordinaten der zusammengesetzten Fläche, abgesehen. 
von additiven Constanten, gleich den mit einer Constanten m multipli- 
zirten Coordinaten der benutzten Fläche. Es folgt alsdann : 

1) Vergl. H. A. Schwarz, Journal für die reine und angewandte Ma- 
thematik, M. 80, S. 286. 
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46 Zusammen sctüin ig vm Fläftltcti mii puralkien Dormalon. 

, . sin 2 ö , m (i) . sin 2 o. 

Cd— Pa)-^y = »»(ei '— fi J 8itiyi ■ 

(fi — ?2) cos 2 ff = m Cßi — pg J ) cos 2 a l . 

Ist m positiv, so wird: 

h -* =«&?>-*»>, 

COS 2 (T= COS 2 Ux- 

Bezeichnet man die auf die Flüche (.t, , y^ . ^ ) bezogenen Grössen 
ix und £ a mit t\ und f ä , so wird: 

t\=t i , t' s = t 3 . 
Die auf die Fläche (x lt y 1( #,) bezogenen Grössen J,..^.. 
wollen wir ^4', . . J.' 2 . . nennen. Dann ergibt sich : 

A 2 Bj — A 1 B, 2 =^ A' s B\ — A\ B' 2 , so dass : 
ip = <p± , ff 55= ffj wird. 
Ist aber m negativ, so erhält man: 

cos 2 ö = ~ cos 2 <?! , 

A 2 B 1 ~A 1 B i = — (A' z B\ — A\ B' 2 ), 
so dass g> = — fi, und o = „ % ist, wenn ffj negativ und 

absolut genommen grosser als — ist, sonst aber o='—— a ± wird. 

Hier ist also die Tangente der zu pj gehörenden KrUmmungs- 
linie der Fläche (x, y, z) parallel der Tangente der zu p' 2 gehören- 
den Krtimmungslinie der Fläche {x lf y lt gj). 



Es erübrigt noch, auf die Transformation durch Einführung 
neuer unabhängiger Variabein einzugehen. 

Denkt man sich die Coordinaten x, y, z einer nicht abwickel- 
baren als Funktionen der beiden unabhängigen Veränderlichen p, 
und q 1 gegeben, so möge statt L, N, a, ip geschrieben werden der 
Reihe nach L x , N lt o lt tp^. 
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Transformatioiisformeln. 47 

Dadurch gehen die Beziehungen 3) § 4 in die folgenden über : 

dx~ — Q\A 1 {^ Lycoso ißpi -fy' jViCos(i7i — (pi)äq^) 

— q%A. 2 (yj/ 1 sino' 1 dj) 1 + V-Ä']Sin(rt 1 — <?i)<&h). 
dy — — ^ B t (]/Z 1 eoso' 1 ^p 1 +l/^iOOB{o , 1 — ^JägO 

~ ?a -^a (v'ii8inff 1 dp 1 +yJVi8in(ö , 1 — (p^dq^ 

f?j2 = — 0, C, (] / X : ,COSrT 1 d/J l + l<'ff 1 COs(<7 1 — f/>i)&h) 

— e a C 2 (| / /. 1 sin0 1 dp 1 + | / J V 1 sia((ri — <pi)d<h)- 

Werden nun ^ und & als Functionen der neuen unabhängigen 
Veränderlichen p und s betrachtet, so liefert die Vergleiclrang der 
Faetoren von <J# in den vorstehenden Darstellungen und den Dar- 
stellungen 3) § 4 die Beziehungen : 



<h>.\ 



+ e 3 B 2 |y/Z sin a - y'x^ sin ffl 

^ Ci ■Jf'XcOSff —j/ij COS ff! y^ — ]/#! COS (ffj — "Pl)^) 

+ Pa 2 |yX"8in ff — 1^ ein ff i -p 



- \1S\ COS((Tj — ^j) 



- 1^ sin (o-, 



Multiplizirt man diese Gleichungen der Seihe nach mit A 1 ,B 1 , C it 
dann mit A 2 , -B 2 , O s und addirt jedesmal, so erhält man: 

. ^Pi , 
iL sin u = iT x sin ö, ^ + y/jvj sin (&!— 91J ^ • 

Auf dieselbe Weise ergeben sich aus der Vergleichung der Fac- 
toren von dq in den Darstellungen 1) die 
4 die Beziehungen: 



3 find 3) des Paragraphen 



,/S cos (a-f) = ]'£, cos „, |&+ fS s cos (.,-?,) |t, 1 
|/]f sin Co— y) = fL, stau, j^+ ]'jt; sin («,—$>,) jfi- I 
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48 Tranaformationsformeln. 

Der Grösse l/Z hat man das Vorzeichen von ,-■'- -.--' '-f.- — ^1. 
dp 1 dp öä! dp ■ 

hingegen der Grösse VN das Vorzeichen von . — ~ +—— -. ''^ bci- 
äp t dq r d Sl dq 

zulegen. Alsdann gestatten die Gleichungen 2) und 3) die eindeutige 

Bestimmung von a und q>. 

Die entwickelten Beziehungen können benutzt werden, wenn von 

einem Curvensystem auf einer Fläche zu einem bestimmten anderen 

iil.icvge gangen werden soll. Stellen wir z. B. die Forderung, dass 

die Curven q — const. mit den zu p lf die Curven p = const. mit den 

zu u 3 gehörenden Krihnniungslinien zusammenfallen, so sind p t und q t 

als Funktionen von p und q folgenden beiden Differentialgleichungen 

gemäss zu bestimmen: 

j/i^in a^+YW, sin (a,-^) |^ = 
' l dp ' 1 v * V1 'dp 

yii cos ffl gS + y^ COS (Oj— (pj ^ = . 

Sollen aber die Curven q — const. mit den zu (J 3 gehörenden, 
die Curven p = const. mit den zu ft gehörenden Krümmungslinien 
zusammenfallen, so müssen p l und q 1 den beiden Differentialglei- 
chungen : 



0, 



r.. am it. , f ^ ,„ V1J1 - ■ y'ij -, — 

A„ 





j/ii sin o-j ^p 1 - -j- /W]_ sin (ffi— 9>i) 



genügen. 

Nehmen wir ferner an, dnss das Krümmungsmass der betrachteten 
Fläche negativ ist, und stellen wir die Forderung, dass die Curven 
g= const. mit den zu t\, die Curven p = eonst. mit den zu t\ ge- 
hörenden Asymptotenlinien zusammenfallen (vergl. § 8). Alsdann hat 
man p 1 und q x als Functionen von p und q den beiden Differential- 
gleichungen : 

y^iC^Pi cos ff! — ]/ — s> 3 sin ffi) y^ 1 
+ i^i (Vftcos Cffi-«p]) — } / — Q»_ sin (ffi— ?i)) gj = 0, 

V'ijd/'pi cos oi+V^-fe sin öi) y^ 
+ V^f^oos (ff!— ^0 + l^Pa sin fa— Vi)) X~ = ° 



/Google 



Ti'i'.iuf'ti'iiiiitiOT] sformeln. 49 

Sollen aber die Curven g = const. mit den zu t' s . die Curven 
'ß — eonst. mit den zu t\ gehörenden Asymntotenlinien zusammenfallen, 
so müssen ^ und q± den partiellen Differentialgleichungen: 

r'ilCVSi «OS (J,+l'=ä8in "1) 5™ 
+ l / »i(l'jr»08 (dr-oit) + l' 1 ^ sin (or— (P,)) ^~ = , 

l'-f'itl'si eo» «i— l'— fssino-,) j^ 
+ Ä(YftCos ((7i— yi) — V— S »'" (°i-«>i)) af l = ° 
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Problem, aus (Irr Theorie der Straiilensysteme. 



II. 

§ 12. 

Unsere Entwickelnden ontsp innigen ans dein Problem, die Diffe- 
rentiale der Coordinaten einer nickt abwickelbaren Fläche auszu- 
drucken durch die Riehtiingscosinus der Normalen, durch die beiden 
iiaujtlkrümnmngslialbinesser und den Stellungswinkol. Es lä.sst sich 
nun ein allgemeines Problem aus der Theorie der geradlinigen Strahlon- 
sy steine aufstellen, von dem das bisher betrachtete ein besonderer 
Fall ist. Denken wir uns durch jeden Punkt einer Fläche eine Ge- 
rade oder, wie man sagt, einen Strahl gelegt, jedoch so, dass die 
Lage der Geraden sich mit der Luge der Fläclienpunkte im Allge- 
meinen stetig ändert. Auf einer solchen Geraden sollen die Ab- 
scissen von dem Punkte aus gerechnet werden, in welchem die Ge- 
rade die Fläche schneidet. Dann ist mau unter gewissen L'edingungen, 
die sich im Laufe der Untersuchung ergeben werden, im Stande, die 
Differentiale der Co ordinalen der Fläche auszudrücken durch die 
Rk'htungseosinu.s der Normalen der Fläche, durch die Kiehtimgseosinus 
der Strahlen des Systems, durch die Abscisseu der Grenzpunkte der 
kürzesten Abstände des Strahls von seinen benachbarten Strahlen, 
und endlieh durch einen noch zu defiuirenden Winkel, den wir auch 
hier Stfdbm-y-vrinkel nennen wollen. 

Die Coordinaten der Fläche nennen wir x,y,e; die Richtungs- 
cosinus des durch den Punkt (x, y, g) hindurch gebenden Strahls 
£;, jj, t, und betrachten die sechs Grössen x, y, g, S, q, t, als 
Funktionen von p, 5. Dabei setzen wir voraus, dass der Punkt (%, y, g) 
auf der Fläche innerhalb eines Ikreiches liege, für welchen in keinen) 
Punkt eine der drei Determinanten: 

ö^ö?_ö^ö| dfd|_dffö5 <U*3_dI*3 

dp <5q dq dp' dp dq dq dp' dp dq dq dp 
versehwindet. Es werde nun: 



r+©w 



(Hw*(nr- 



/Google 



Bezeichnungen. 51 

gesetzt. Die positiven Theile der beiden Geraden 

/d?_ ity d£\ / dl_ öy d^\ 

I dj> jÖ£ _d_£ J I d_q d^ _Ö£ 1 

\fk 7 iH' iür \fk' }/*' fp' 
— wo |/ff das Vorzeichen von v , ] /! P das Vorzeichen von r- hat— 
mögen den Winkel ([' mit einander eiusdilicssen, so dass, wenn man: 

ajai »,a, + «« , HW! 

dp oä dp dg op dg 

0>=yH]^ooBVi wird. 
Ferner werde: 

öj öt_ dg df öC d|_ d fdE dj 03 _ dj dj; 
dj> dg dg dp dp bq dg dp .. dp dg dg dp 

I- ^ t 9— ^ j fe — ^y 

,,..,,,-., öS ö« dE öh 

:,-.'iii;iiKiu;ii. v.-o / die rnit ili'iii v nr/cidien von .-" ■-, { — ' t ' verse- 
a ' op dg oq op 

heue Quadratwurzel aus H'f~ — (l> z bedeutet. 

Der absolute Werth von <5 5 sei der Einheit gleich, dann setzen wir : 

J = S Z fHY>Paljaip. 

dg dj_ö| j 



Hier ist d B = + 1 oder = — 1, je nachdem — — ~- 3 ■■%- 

positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem die drei Geraden 
d6 d 5_ df_ 1 /öj_ ö^_ d£ \ 
^ öJL, ** (dg dx d^ ( Q im itlyen Shme 

aufeinander folgen oder nicht. 

Endlich führen wir noch die Bezeichnungen ein: 

dm öj dy dji de df 

dp dp dp dp dp dp 



^ ^lo-^ dj d_# dj" 
Ö5 dp dq dp dg dp 



=/", 



d.« d£ d?/ ö>? d# df___ 

dg dq~*~dq dq dq dg 

dp dp dp dp dp dp 
dX d| dr bj dZ d£_ 
dp dq dp dq dp dq 
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lineare liela.l 


ioii K\vis,(?lii'-n e, f, f 


nd;. 


bx d| 

Öq dp 
ÖX d| 

d<7 '^'/ 




dg dp 
dZdf_ 

ög dg 


:*. 



§ 13. 

Für das Folgende ist die Aufstellung einer linearen Relation 
zwischen e, /", f und #, deren Coefficienten nur von X, Y, Z, £, tj, 'C 
anhängen, von der grüßten Wichtigkeit. Um zu dieser Bc/.icliung zu 
gehingen, berechnen wir zuerst die partiellen Ableitungen von X, Y,Z. 

Unter der auch jetzt zu machenden Voraussetzung, dass der Aus- 
druck EG — i^^P 2 von Null verschieden sei, ergibt sich aus" den 
Gleichungen : 



das System: 


öp ^ ' d? ö?J 


dp 
dp 


- ~ (J 1 ©- — ff ©) + |^ (F0 — i?©') , 
dy d? v y 


dp 


= £cw-oe) + | (Fe -w), 


und ebenso folgt 
das System: 


ans den Gleichungen: 

= v*£« - S ' 5^"=- 

' op dg ' d? dq 


öS 


-- ^ (FQ" — ff ©0 + |^ (F& - £0") , 
op d# 

= |^(.F®" — ff®') + ^-(^0' — £©"). 


Multiplizirt 


man die Gleichungen des Systems 1) 



und addirt sie jedesmal, so entsteht: 

£ps = - e (PS' _ SS) — S' (FS — -ES'), 

jif p" = — ©■ (Ve' — es ) — s" (j?e — e»), 

JfP ! = — S (FS"— US')— S' (FS' — FS"), 
NP> = — & (FW — G@0— ©" (FS' — FS"). 
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Lineare Kf-tation zwischen e, f, f und g. 53 

Aus diesen Gleichungen folgt nach dorn Multiplicationssatz der 
Determinanten: 

pi \L M 1-0 — ©' I \F& -G& F® —E&'\ 
\M N ~ — ©' — ®"| " \FQ" -G& F&~E®"\' 
da aber: 

F& -G& F& — E& II F G| j©'— ©I 
|F0" — ö©' J 1 ©' — E0"|~| — -E— jF: ' ]©" — 0'|' 
SO wird : 

_ps (£ tf— M*) = (0 0" — 0' 2 ) ä . 4) 

Der Ausdruck LN~M' i =Q i kann also nur dann identisch 

verscli winden, wenn identisch ÖÖ" — @' ä gleich Null ist, d.h. wie 

wir schon sahen, wenn man es mit einer abwickelbaren Fläche zu 

thun hat. 

Die Gleichungen 1) und 2) liefern ferner die Beziehungen: 

kP 2 =e(F& — G&) + f(F& — E&), | 

»P* = f (F& —G&) + g(FQ ~ E&), 
i'pz = e ( F0" — G ©')+ f(F& — FS"), 
kpz =f(F&" — G&)+g(F& -E0"). 



5) 





Unter der Voraussetzung 0" — 0' 2 ^O, ergibt sieh 


aus 3): 


pfl 


— fi0 L 0" - 


-ilf 0' 


FS" SS 1 


jtf0" - 


-0'< '| 




P -ä ' ©@» _ 


-0" ' 


p. 


ee-- 


v& 


-EG' M&- 


-7,0' 


F& — E@" 


2T0- 


M& 




F> 00" - 


_@.a i 


pt 


©0"_ 


0' 8 '] 


Dill 


unter der Voraussetzung eo 


-ff >0, Ms 


t aus 5) : 






F& — <?© 


*» — /■( 


F©" — 60' 


-<'l-fi 


1 




pa 


'i—rr 


p! 


eg -ff 




F&—E& 


ei — f'h 


F& — E&' 


Bh — i'f 






pa 


'S -ff 


P a 


ejr- ff 


J 



Setzen wir zur Abkürzung: 

00" -0'»=S, eg — ff' = T, 

so liefert die Vergieieliung von 6) und 7) die Rc/teluuigeji: 
r(«0' — iS")-S(4o— ff) =0 '| 
r(£0' — JUS) — S(si — f/i) =— 0* I 

T(M0'—Nf>l — S(rt — i'f) =0. | 
Diese vier Gleiehungen sind iinear und homogen in den vier 
Grössen i"0, TB', T&" , S, und da letztere in Folge der gemachten 
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51 Lineare Helaii;>u /.wischen e, f, f und g. 

Voraussetzungen nicht gleichzeitig verschwinden könr 
Determinante der Gleichungen 8) Null sein, d. h, 

M 

— Jf L 

2? 

-F If 

Dies liefert nach Unterdrückung des von Null verschiedenen 
Factors LN — M 2 die gesuchte Relation in der Form : 
e (Mk — Ni)+f (Mi — Lt)+f (Nh — Mi') + g(Li' —Mh) = 0. 9) 

Betrachten wir nuu die Voraussetzungen, unter welchen die vor- 
stehende Beziehung abgeleitet ist. 

Ans den Gleichungen 3) und 5) folgt mit Hälfe des Multiplica- 
tionssatzes der Determinanten: 



L 


fi - 


-hg 





f'll- 


- ei 


M 


fh- 


->':} 





if 


— eh 



P'tJlII: -Ni) = S (©"/*— &g), 
P 2 (Mi — Li) = s te s — S'/") , 
P 2 (Nh —Mi) = S (Q'f — 8"«), 
P ! (Li —Mh) = S (S'e - Bf). 



10) 



Wenn mau daher die erste der gemachten Voraussetzungen fallen 
und 0©" — 0' 3 verschwinden lässt, so werden die Coeffieienten der 
Großen e, f, f, g in 9) einzeln Null. 

Wird aber entgegen der zweiten Voraussetzung die Determinante 
eg — ff zu Null, so bestehen nach 5) die Gleichungen: 
hg-fi = 0, i'g-fh = 0, | 
ei ~f'h = 0, eJc—i'f' = 0. j 

Alsdann verschwinden in der Gleichung 9) die Coeffieienten von 
L, M und N. 



11) 



§ H. 



r uns jetzt mit der Aufgabe, die Ausdrücke 
e, f + f und g durch solche Grössen darzustellen, welche sich nur 
auf das Strahlensystem, nicht aber auf die Fläche beziehen, von der 
die Strahlen des Systems ausgehen. 

Dem Flächenpunkt (%, y, z), durchweichen die Gerade (£,r : , t) 
gelegt ist, ist benachbart der Punkt (x + dx, y + dy, & + dz), ™d 
durch diesen geht die Gerade (| + d§, ij + dy, 'Q + d'C) hindurch. 
Beide Strahlen besitzen einen bestimmten kürzesten Abstand; die 
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Abseisse des Punktes, in welchem dieser Abstand auf dem Strahl 
(li >). senkrecht stellt, möge r heissen. Dann hat man: 

_ dxdl + äy d rj + dz d t. _ __ eäp* + (f + f)dpdq + g d'f , , 
d^ + d^ + dP ~~ Hdp* + 2®äpäs+ Wäg* ' ' 

Wir nahmen an, dass der Punkt (as, y, s) sich in einem Bereiche 
befände, innerhalb dessen die Grösse H'F—Uß niemals Null wird. 
Dann folgt aber, dass auch für keinen Punkt dieses Bereichs die 
Grösse r unendlich gross werden kann. Wir legen nun unserem 
Bereich die weitere Oedingimg auf, dass für jeden seiner Punkte zwei 
von einander verschiedene Werthe von r existiren, von denen der 
eine r t das Maximum, der andere ?- a das Minimum aller zu demselben 
Punkte gehörenden Werthe von r darstellt. Die beiden Grössen 
r t und »"2' welche die Abscissen der Grenzpunkte der kürzesten Ab- 
stände des Strahls (£, i], £} von seinen benachbarten Strahlen genannt 
werden, sind die Wurzeln der Gleichung: 

= 0. 2) 

Wird das Verhältnis« -, ' mit t bezeichnet, so möge der Werth 

ti von t den Werth r x von r, der Werth t a von t, den Werth r & von 
j' liefern. Dann sind tj und t^ die stets reellen Wurzeln der Glei- 
chung: 

to*-|(f+r)*)^-(«5? f ~flff)t+i(/ f +fOH-e©«0. 3) 

Es soll nun die weitere Rechnung nur für den Fall durchgeführt 
werden, dass der Ausdruck (g tf> — - (f + f) ! F) einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat. Nach den analogen Kntwiekelimgen des vorigen 
Capitels kann der ausgeschlossene Fall keine Schwierigkeiten dar- 
bieten. 

Zuerst hat mau sieh Gewissheit darüber zu verschaffen, welche 
Wurzel der Gleichung 3) für ^ . und welche Wurzel für U zu setzen ist. 

Für t =t, erhält man; 



d?r 



(t 1 -t a )(sffl>-^ + /"')'*9 



st 1 a(H+2®t!+ >Pfy 2 

Du nun diese zweite Ableitung, wenn r = r± ist, negativ ; 
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5G Darstellung von e, f + f und 3. 

fallen mass, so hat man für t t die grössere oder die kleinere Wurzel 
der Gleichung 3) ku nehmen, je nachdem: 

gd>-Uf+nf>0 



Es bestehen jet/.t die Gleichungen : 

H+*(t 1 + t s ) + 1 Ft,t, = l), 1 

«+|(f+n(tiH-«+jt 1 i s =o, ; 

H+2IBt 1 + , i't;=(t 1 — tsXffl+Vt,), ( 

m-2a>t,+vt® = {t 2 —t 1 )(«>+vt 1 ), 

Uf+n+sk «+j (/■+/')*! 



n = - 



V 






«+Hfi _ _ jlf+D + I Pi 

«+g>- 3 ... nwi 



6) 



Die Riehtuugseosinus des 7,u r ~ r ± gehörenden kürzesten Ab- 
Standes sollen mit y^, X lr n 1? die Richtungscosiuus des zu r — r t ge 
hörenden mit it g , / 2 , ^ 3 be/.eielmet werden, setzt mau dann zur Ab- 
kürzung : 

fl+205t I -t-'i't;=F;, 
H+2<l>t r ¥'Tt%= vi, 
so wird; 

as . *s t h + ^t M+M, 1 

djj dg a j __ d# dg 2 d p dg a 

*> 7, ' *" T, ' '" 1_ ~ V, ' \ 

äj + °5 t d, dj, M + « t ( 

_ dp dg * . dj? dg 1 dp dg 1 \ 

x a = |r 1 h — y > t l z — y^ j 

Hier besitzt V, das Vorzeichen von v +3— t, Kilasjcuiüev 
o^j dg J1 J J 

« + «, . 

dp öä 2 " 



7.1 
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Darstellung \ 



, f + f und g 



Die kürzesten Abstände selbst sind senkrecht zur Geraden 
(£, ij, t). Die hieraus folgenden Gleichungen: 

lösen wir auf in der Form: 

| = d e & fi s - & Aa) , i? = 4 (ft xa - /-! ft) , C = <J a fa A 2 - ?., -/ 2 ) , 8) 
wo <S 8 gleioh 1 oder gleich — 1 zu nehmen ist, je nachdem 
»i A 2 — A 1 ü 2 ^0 ist, d.h. je nachdem die Geraden (xi,^,^), (*sj*b. f*s\ 
[£, r h '0 im positiven oder negativen Sinne auf einander folgen. 

Die Grösse —r haben wir in 1) dargestellt als einen Bruch, 
dessen Zähler und Neuner quadratische Formen vou dp und dq sind. 
Bezeichnen wir für den Augenblick den fraglichen Zähler mit m, den 
Nenner mit n, so verschwindet, wenn s eine unbestimmte Grösse be- 
deutet, die Determinante der quadratischen Form sn — m oder: 

(sH—e)dp*+(2s® — f—f) äpdq+(sW—g)dq s 
für die beiden Werthe s = — r t und s = — r 2 ■ 

Man kann daher den Satz Über die Darstellung zweier quadra- 
tischer Formen anwenden, welchen Herr Weierstrass im Monats- 
bericht der Berliner Akademie vom 4. März 1858 für beliebig viele 
Variable bewiesen hat. Nach diesem Satze wird, wenn man: 

(e+r a H)dp*+2Ü^-+r 2 ®)dpdq+(g+r< i ¥)äq* 
1 r a — r x 

(e + r 1 H)äp i + 2U^+r 1 $\äp dq + (g+r^dq 2 



Dabei sind & : und & 2 die Quadrate linearer Funktionen von dp und 
und dg, was sich aus der Gleichung 2) ohne Schwierigkeit ergibt. 
Um nun diese linearen Functionen in einfacher Weise darzu- 
stellen, führen wir zwei Grössen -c und xp ein mittels der Gleichungen: 



in 

1 dp '* dp ' '■ dp 



>(»-«) 






f'P 
1 dg dg _ 



/Google 



58 Darstellung von e, f + f und 3. 

Der absolute Werth von c misst den Winkel zwischen den bei- 

den Geraden {/.,. '..,. u») und ( -:..= , -,. ... /. Das Vorzeichen von 

\)/H \'H' 0/ 

c ist + oder — , je nachdem der Winkel zwischen den beiden Ge- 
nid «11 (x, , /.., ,«,') und { --. --''■■-. ■'■--■■■- 1 kleiner (''deich! oder inüsser 



Um die Bedeutung von i\> kennen zu lernen, betrachten wir das 

Hyisi.cni : 

ÖS . n OB , Öf ,—, 

dp dp o# 

aus welchem folgt: 

^- = j/H(x a COSr + j^sinr), 

= y'H (Aa cos r + ^ sin t) , V 12) 

= )lH (ft 2 cos t + fix sin 1) . 
Ebenso ergibt sich aus den Gleichungen: 






das System : 

|i = fP («, cob («-«+«, sin (V - «)) , | 

|i = fp (J, cos (I - iB) + 2 t sin (1 — 1«) , l 13) 

if = )' ¥ <"! «™ (» - *) + ft «M (» - *)) • l 

Abs 12) und 13) erhält man : 
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Darstellung von e, f + f und g- 50 

dp 02 oy oq dp aq 

eos i/* — cos ip. 
Bildet man nun mit Hülfe der Gleichungen 11) den Ausdruck: 
sin t eos (x — ip) — cos -c sin (t — V- 1 ) i 
90 wird: 

smip — d 5 <J e sin ib . 
Es ist somit: 

y = d 6 d a if>. 14) 

Die Gerade (x B , ^ , .« 2 ) stellt auf der ersten, die Gerade 
(x lt k lt fa) auf der zweiten der zum Strahl (£■, y, Q gehörenden 
[■Uuiptobenen senkrecht. Sobald daher das Vorzeichen von ip bekannt 
ist, bestimmt % die Stellung' der beiden Ilauptebeiicn und soll des- 
halb Stellunc/swmM, genannt werden. 

Um in jedem Fall die Lage der vier in Rede stehenden Geraden 
kennen zu lernen, kann man die Tabellen im § 3 benutzen. "Dabei .sind 

i öw öp <5 p ] 
unter 1,2,8, 4 bezügl. die positiven Tlicilc der Geraden \ - _-, ■--■-, ! 

/d|_ ö a u_\ 

l -~. — %-_, -M= f, f/p, h,, iia), (k,, Xi, u-i) zu verstehen, und anstatt 

ff, cp, (J 2 i <?a iet der Reihe nach t, V) <? 5 , <? G zu nehmen. 

Setzt man die Werthe von x x . . x a . . in die Gleichungen 11) ein, 
so folgt : 

/3 B in*=^,yM.(s-,rt=»±p.j 15) 

Hieraus erhält man mit Hülfe von 4): 

W cos 2 r = -• 1 i-— -— ^ , -fcosMt' ■-'.'-') = -i — rr^- 

2 3 ' l 2 l Ifil 

7J sin 2 TT sss , _. --- , 'F sin 2 (r— 1/<) == ■ , _, " , 

von 6): 

+ 3V, ) 

ä—^i '1 , 7 -, 

-— ; i- •P im- : i — i<: i = -- i- - 
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60 Darstellung (luv Diffürentiale dx. dy, dz. 

Jetzt ergeben sich die gesuchten Ausdrücke von & ± und 3 a in 
der Form: 

9 t = (fä w$ t dp -)- V ¥ cos (z-ib)dq'f, l 
»z = (ySfsin % dp +iWs,m (r—ip) dqf. 1 
Hier legen wir wie früher der Grösse r/ff das Vorzeichen von 
v-, i^P das von y- bei. Dann folgt: 

*i+* a = Bdp z +20dpdq+ ! Fdq 2 
und man erhält aus der Vergleichung von 1) und 10): 
r^IJaosiTdp + -\f¥cos(i— ip)dqf+r z (]/ H sin t dp |- fVsinfj— xp)d(li i 

= — (edpM; (/+/■') diid^+^dg) 3 , 
woraus sich die gesuchten, fundamentalen Beziehungen in der Form 
ergeben : 

e =~H(r 1 cos 3 r+r z sin 2 v), "1 

f+f' = — 2^H}''P(r 1 coszcos(r — ip)+r 2 s'mT sin(r— ip)),\ 19) 

(, = — y^oos'tT— i/») + r B Bin*(r— *)). J 

§ 15. 

Gehen wir nun zu der Aufgabe über, die Differentiale dx, dy. 
dz durch die Grössen X, Y, Z, £, ij, J, r 1; r a , % und ■</» auszu- 
drucken. Hierbei ist vorauszusetzen, dass es möglich sei, die Func- 
tionen e, /', f und g durch diese Grossen darzustellen. In allen 
Fällen, in denen der Ausdruck Mi — L7c von dem Ausdruck Nh — Mi' 
verschieden ist, was in sich begreift, dass die Fläche (x, y, e) nicht 
abwickelbar sein darf, wird die Gleichung 9) § 13 in Verbindung mit 
19) des vorigen Paragraphen eine solche Darstellung ermöglichen. 

Meistens aber sind die betrachteten Strahlensysteme durch eine 
besondere Eigenschaft ausgezeichnet, die sieh in eine lineare Relation 
zwischen den Grössen e, f, f und g mit constaoten Coeffizienten 
kleiden lägst. Alsdann kann man diese Relation in Verbindung mit 19) 
§ 14 zu unserem Zweck benutzen, ohne auf die Gleichung 9) § 13 
1-iiieks-iciit zu nehmen. In solchen Fällen ist auch die Abwickelbarkeit 
der Fläche (x, ji, .?) nicht ausgeschlossen. Bei den Sirahiensysteinen z.B., 
welche die Figensclüif't haben, das Nonualensysteni einer Fläche zu sein, 
bestellt die Gleichung /' = /'', während die Gleichung e+g—f+f' = 
hei den im folgenden Caoitel zu betrachtenden Strahlen Systemen auftritt. 

unter der gemachten Voraussetzung über die Grössen e,f,f',g 
kann man nun, um die gesuchte Darstellung von dx, dy, de zu er- 
halten , das System : 
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]iiT:'<fi--liiin«- <lcr .1 ' i JHV- ?'i-'il! i n !.■:.■ die, dy . da. 



dx X +äy Y +de Z=0, 






l) 



"~d 3 r,;, ö ff ' ™~d ff " 

anwenden, es empfiehlt sich aber anstatt dieses Systems ein anderes 
7,u benutzen, weiches aus ihm auf bestimmte Weise entspringt. 

Die Gleichungen 15) des vorigen Paragraphen liefern unter Be- 
rücksichtigung der Relationen ; 

CO = fR }' ¥* cos ifJ , H 1>—(ti2= H f sin 3 if> 
die Beziehungen: 

Ti l/if sin V ' Y l fp sin v ' l 2 ) 

_L — cos (t— y) t a _ cost I 

^a (/ff Bin y ' F B /y sin V J 

Multiplizirt man nun die zweite der Gleichungen 1) mit ^-, die 

dritte mit ^ und addirt, so entsteht: 



Xjda; -f^i dy-\- fi 1 d 



_ j oos (j—vj) 
f 1'iS sin v 



-f^= 



|"/'sin» 



| : / J s 



'/dp 



\d;< 



mu!t.i|ilieirt man aber die zweite Gleichung in 1) mit =r, die dritte 
mit -~ und addirt. so entsteht: 



x a dx + l^dy + (i 3 de 



Wir führen nun die Abkürzungen ein: 
)'jf im y 






-/ 



j/f Bin y ( 



%=/^S 



('"») 



|/H .i. V 

« '^ ■ 
,/if.io w 



COS TT 


j/'Fsin V ' 


cosr 


[/ JF sin w 


^T^sin"^"' 


sinT 


9 VVmaip ' J 
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4) 



G2 Darstellung- der Differentiale dx, dy, de. 

Dann wird das System 1) ersetzt durch das folgende i 
Xdx + Ydy + Zds^O, 1 

v^dx + lydy + fa ä0 = s 1 dp + s$dq, \ 
y. 2 dx + &%dy + ^2 d g = $%dp + s^dq. \ 
Nennen wir die 3)eterminante von 4) J, so wird: 
J-=^(ZS+ Yii + Z'C), 
oder wenn wir den Winkel zwischen den positiven Theilen der beiden 
Geraden (X, Y, Z), (j-, y, t) mit % bezeichnen: 
J=S 6 cos %. 
Welche geometrische Bedeutung hat nun das Verschwinden von 
J? Es sind in diesem Fall die Strahlen (£, ij, tj sämmtlieh Tan- 
genten der Fläche (%, y, e) d.h. die letztere ist eine Brenni'iiiehe 
des Strahlensystems. Man kann dies auch leicht auf dem Wege 
des' Rechnung erkennen. Nach der Bezeichnung des Herrn Baltzer 
(Theorie und Anwendung der Determinanten, 5. Aufl. § 6. 1) wird : 



« /' 
f t 


= 


dai dy de 


dg dfi dC 


dp dp dp 
dx dy dz 


dp dp dp 
dl dy dC 


dq dq dq 


dq dq dq 



Die Gleichung: eg — ff — stellt aber die üedingung dar, unter 
welcher die Strahlen des Systems als von einer Breiinlläche desselben 
ausgehend betrachtet werden. 

Wir haben daher der Fläche (x, y, s) die Beschränkung auf- 
zulegen, keine Brennfliiehe des S höhlen Systems zu sein. 

Unter dieser Beschränkung erhält man aus 4) das System: 
Jdx = fadp+Sz dqj{ZX z — YpJ+(h*P+*idQ) (*ft ~ z k\ I 
Jdy = (s 1 dp+s 2 dq)(Xfi s —Zx s )+{s s dp+s i di) (Zx.y — Xfi t ), > 5) 
J~dz=(s 1 dp+s :i dq)(Yx 2 —Xl a ) + (s a dp + s i dq}(Xl 1 — Yv-i). j 

Unter K x wollen wir nun den Winkel zwischen den positiven 
Theilen der Geraden (X, Y, Z) und (kj, l lt /.tj) verstehen, hingegen 
unter K z den Winkel zwischen den positiven Theilen der Geraden 
(Z, Y, Z) und (z 2) i a , ;/ a ). 

las System: 
Z| + Y n +Zt = 



U;nui 



Xx & + Yl 2 + Zp, = cosÄ" 2 , J 
sieh ergibt: 



ii, 
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THrstollung dr.r Di[:°«rratialp da, dy, dg. 

X=£cosji 4- ^ cos .Ei + XaCOSÄTj, | 

F = i; cos j; + ^1 cos -5^ + A ä cos ÄT 2 , , 
Z = £ cos x + i"i cos -^i + fh cos -^a ? J 
und hieraus folgt: 

Z). 2 — Yft 2 = <3 fl (-/j cos 7~| cosZO, 
X)< a — 2xa s= <J a (Ai cos # — v oosKi). 
Yv. t — Xl% = d B (>, cos % — C oos-Ei), 
^i"i — 21i = d e (xg cos % — £ cosÜTg), 
Zxj — Xft = 3 6 (X a eos z — J) cosiQ. 
X^ — Yxj = S e (i.t 2 cos 7 — £ cos .Kg). 
Setzt man noch: 

__ s ± cos K± + £a cos K% s 2 cos K± + 



so geht unter Anwendung von I 
über: 



' 9) 

das System 5) in das folgende 



■c = { Xl si + x a % — | s 5 { dp + {»! s a - 
y — [i, Sj + L 2 % — JJ %} (Jp + [Äi S a - 



/ s s 4 — £s fl )d$, "j 
," a s 4 — t" «b} dff- J 



Erwägt man nun, dass aus den Gleichungen 12) und 13) des 
vorigen Paragraphen die Beziehungen; 
d? cos(r — ift) 

. dtj cos (r— y) 

ÖC- e o B (r-^) 



£ 'i = Y, ~jt 





1 \p 

-v) 






»f .in(. 


-V) 



11) 



dp p-1 S i 

folgen, so sieht man, dass in der Tlmt dx, dy, de durch X, Y, Z, 
S> V> 5i r i> r ä' x im ^ l P dargestellt sind, und somit die im Kingnnge 
dieses Paragraphen gestellte Aufgabe gelöst ist, 



ÖS 


]/¥.m v 


Ö)j 


C08T 


it 


yiPsinV 


OS 


coar 


ä, 


yWrivip 


+ l 


.In. 


)"?.»?- 




s!nr 


yy«« i» 


, « 


sinr 
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§ 16. 

Ziehen wir nun aus den Formeln 10) § 15 einige naheliegenden 
iKilji'pTungen. Man erhält für die Grössen F, F, G, ©, &', &" die 
Ausdrücke: 

J?=. s a + s 3+4, F=s 1 s s +a h s i +3 6 s a , G = s|+sf+s| J 1) 

r.y ■ v dJ 4., Vv dX « Tfi bX 

_© =5^^— + , 4 ^, 2 _ _ Sfi ^ ^_, 

Hier ist das Simimcir/eielien £ in einer leicht erkennbaren Er- 
weiterung seiner Definition im § 4 gebraucht, sodass z. B. 

ax^ ax j a r öz 

1 dp * öp * öjp * Ö£> 

wird. Ferner ergibt sich: 

e — yH (% sin t+s s cos t) , | 

/■ = -l/HCs 2 sinr+s 4 eosr), 
f = YW( Si sin (t— ip)+s a cos (t-^)), 
g =/y(s a sin (t— V)+a 4 oos (V— ^)). 

?-/"/"= & ** - s a s B ) /"" l^in V- 
Das KrümmiHigsmass in dem betrachteten Punkt der Fläche 
(%, y, s) nennen wir wie früher x, hingegen dns Diclitigk ei Kinase 
des Strahleusystenis in demselben Funkt #. Man hat dann: 
_ 9 ®" — ®' a _ 4 g cos/ | 



Hiijdic:;: 



£Ö — F* ^84 — S3S3' 

& ^ Hy-<p» E yÄy^ g iny; 

e 9 ff &i S4 — S a s 3 ' 

er nach 14) § 14; 



5) 
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d a sini^ = <? 5 sin -ip, 
und nach § 12: 

Man erhält daher: 

Sind die Strahlen des* Systems normal zur Fläche (x, y, z), 
äo wird: 

Z=|, r=?/, Z=£, eos%=l, fl — ^, 
und es ist dann wie bekannt das Dichtigkeitsmass identisch mit dem 
Krümrnungsniass. 

Im Anschluss an die^e KiihvickcUingen wollen wir die Trans- 
formation unserer Grössen betrachten. 

Wird statt p und q irgend ein anderes System von Variablen 
eingeführt, so ändern die Grössen ?. x , ki, f*j, x a , Ä B , /'a, £, ij, £, 
eos fi"i, eos K 2 , cos z iure Werthe in Folge ihres geometrischen 
Charakters nicht, nur die Grössen s erleiden eine Veränderung. Um 
diese zu erkennen, nehmen wir an, dass die Gleichungen 10) des 
vorigen Paragraphen in den Variablen p^ und q x gebildet seien, wo 
dann au Stelle von s gesehrieben werden möge s', so dass z. B. die 
erste dieser Gleichungen die Gestalt: 

äflf=-= (xjs'i + xas'g — fs' e } äpi+\x 1 8' i +x t 8' i — Is'aldft 7) 

annimmt. Betrachten wir nun die Variabein ^ und ^ als Functionen 
der neuen Veränderlichen p und q, — wobei jedoch die Functioiifil- 

determinante .---- \ h — ■■ J !i nicht verschwinden darf — so entstellt 
dp dq dq dp 

statt 7): 

«.-{...■ 1+ *.-.-«.'.Hg>*, + SS I 
+{*'.+-'.-*'.}{&*+&'f}-J 

Die Vergleichung von 10) § 15 und 8) liefert nun die Beziehungen : 
, dpi 



,.=„* 



dp s 



dfc 


< äj) i j. B ' ö? i 


dp ' 


^- 5 , Ö3 +s aÖ2 : 


dg, 




oft 

dp ' 


i Oft i ( ^ffl 



/Google 



66 Tra-Tisformationsforineln. 

Dieselben hätte man auch mit Hülfe der folgenden Transforma- 
tionsformeln herleiten können. 

Setzt man in H, Q, *F, e, f, f , g, t und \j> statt p die Va- 
riable Pi , statt q die Variable q 1 , so mögen diese Grössen der Reihe 
nach in H y , ö> 1; fi, e lt f lt f\, g lt v t und Vi übergehen. Dann 
wird : 

\op j dp dp \öp ! 

• l^tf a- ie j. f \toi*si J. „ ß*iY, 
t=< Hö7J +m+/l) 5FS + !,1 l¥j' 

. _ dp, öp, ,. oft oft f , r& oft , „ oft oft 
' ~ 'dj ös "äj. ös "" 'ös dp +9l öp ö s 

.,_ Öpi Oft . Öp, Oft , f , öpi Ösj ö_si ÖSi 

' ~ e 'öj> ös + "ös~ ö}> f 'dp ös "•"»'äj. ös 



J = «i 



SV TU1T,1 '5s ös 



/»■OOS (I-V)= ^««I^ + l'?! »0» (»,-*,) |S, 

Hier besitzt ) ! H das Vorzeichen «"« ~ ■' - -i_ 



§ 17. 

Nachdem wir im § 15 gesehen haben, dass unter den gemachten 
Voraussetzungen sich die Differentiale äx, dy, du durch X, Y, Z, 
Si j m 5> >'i> 'a; T U1 'd '/' ausdrücken lassen, können wir jetzt umge- 
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kehrt diese Grössen als solche reelle Functionen der Variabein p und q 
gegeben annehmen, welche sich für einen gewissen Wertlibeveich 
dieser Variabein regulär verhalten und die Eigenschaft haben, dass: 

r,>fi, ff 1 ?— Ö> ä >0, 
wird, dass ferner ^, £ und die nach 11) § 15 gebildeten Ausdrücke ^ 
und j« 2 positiv sind. Dann kann man nach den Bedingungen der 
'. eines Strahl cn Systems fragen, für welches obige Functionen 
geometrische Bedeutung haben wie früher. Oder mit andern 
Worten: Wenn obige Grössen gegeben sind, lassen sieh dann drei 
Functionen x, y, jb von p und q bestimmen, welche als die Coordi- 
naten einer Fläche mit folgenden Eigenschaften betrachtet werden 
können. Legt man durch jeden Fläehenpunkt (x, y, e) den zuge- 
hörigen Strahl (c, r h £), so sind für das entstellende Sirahleusystem: 
1) X, Y, Z die Rielitungseosinus der Normalen der Fläche; 2} r± 
und r, Ä die Abscissen der Grenzpunkte der kürzesten Abstände des 
Strahls (c, ii, i") von seinen benachbarten Strahlen, vorausgesetzt, dass 
die Abscissen von der Fläche aus gerechnet, werden; 3) t ist im 
früheren Sinne als Stellungswinkel anzusehen. 

Zur Beantwortung dieser Frage ist zunächst anzunehmen, dass 
man mit Hülfe der Gleichungen 19) § 14 unter Hinzuuabme von 9) § 13 
oder von einer sonst gegebenen Beziehung zwischen e, f, f und g 
diese Grössen durch X, Y, Z, i-, i, 'C, t\, r%, t und ip darstellen 
könne. Dann ist man im Stande die Ausdrücke für dx t äy, dz 
nach 10) § 15 zu bilden. Sind nun die lntegnibiliUiisliedingiiiigen 
dieser Ausdrücke erfüllt, so liefert die Integration der letzteren eine 
bestimmte Fläche (x, y, s), welche mit den Geraden (g, tj, t) ein 
Sirahlensystem festlegt. Je nachdem nun für dieses System die ge- 
gebenen Stücke die verlangte geometrische Bedeutung habeu oder 
nicht, wird die gestellte Frage zu bejahen oder zu verneinen sein. 
Es wird sich zeigen, dass das Bestehen der Integiabilitiitsbedingungen 
allein die Bejahung unserer Frage nach sich zieht. 

Unsere nächste Aufgabe ist daher die Integrahilitätsbedingungen 
der rechten Seiten der Gleichungen 10) § 15 aufzustellen. 

Differenz! rt man die Faktoren von dp in diesen Gleichungen 
nach q und setzt sie den entsprechenden nach p differenzirten Fac- 
toren von dq gleich, so erhalten die gesuchten Bedingungen die 
Form: 
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Ini.(iffi'aTji]it.iU.sl-)(;Jingungi.'ii 









du, , diu 



dx, 

dp 

dp) 

_ dj _ Mj _ 
B ds a dp 

df_ dj, 
% ds S> dl) 



t/dja d£e\ 
"Häs dj 

«dp + «dp" 

\ds dp/ 

i ^-> + » *5 = 
4 Öj5 ' 6 dp 

./ds, ds,\ 



dg. 



Multipliairt man fliege Gleichungen der Reihe, nach mit y. lf i. lt ft lt 
dann mit / ä , A 2 , jw 2 , endlich mit E, )/, c und adrlirt jedesmal, so wird 
das System 1) durch das folgende ersetzt: 



d»! 
ds" 
ds 8 
ds" 


d7 + s " ■* *> d s 

ds 4 y d«, 
dp + '»- i " ! d s " 


i y* i)l -t s.^i, y, M_ 
1 ö j s 'dp ° 'dp 


ds, 
ds" 


ds 6 t d*! 
" di ~ s " ^ S ds 





Aus den Beziehungen: 



folgt i 



v„ d 3 Sl »S_ 



■* S dp "* *dp>' "* s ds "d s ' 

uan den Gleichungen 2) die Form geben kann: 



'dj» 



Benutzt 



+ Sl -2 Xl d 2 + * -^ *« 5^ 



! dp " 



mm die sich aus 11) § 14 ergebenden Formeln; 



/Google 
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2 ** ^ = »® C0S *' ^ * 2 of = ^ C ° S ^"^ j 

and die Gleichungen 3) § 15, so nimmt die letzte Gleichung in 3) die 
Gestalt an: 

Es soll mm gezeigt werden, dass diese Gleichung nichts weiter 
ist, als die Beziehung 9) § 13, vorausgesetzt, dass die beiden ersten 
Gleichungen in 3) bestehen. 

Man hat zunächst nach der Definition der Grössen s 5 und s fi : 

ftgp bs a = /ds 1 dajA coaff! /ds a frsA ooa X a 

dq dp \dq dp) cos/ \dq dp) cos/ 



d— a a = 



cos 7v., 



+ »1- 



d2 dp 3 ÖS 4 dp ' 

Daher unter Anwendung der beiden ersten Gleichungen 3): 
l. eaigl 

äsCOsJiT! 
dp cos^x up coa^ dp oos B / "öjt) 



Zi ckg cos 2 /iT 2 . 



' dp cos/ og 

_ s ( cos/ coslf! dx a cos 3 .^ dg coä^cQBJifa „ bi. \ 

4 | dp oobj; 1 dp cos 2 / -2 Ö2) cos 2 / dp) 

Hierin soll der Coefficient von s a mit S a bezeichnet werden, so 
dass: 

Oq Op n =i " B 
wird. 

Die Gleichungen 11) § 15 liefern nun: 

_ c.,Jr-y) aj_^-r_ |g 

(/-ff ein ^ ö ^ y'Psin^ «2 
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Man erhält daher unter Benutzung von 4): 

cos K ± 2 «i P + cos JT a ^ -/ 2 ^ = ^ Ä' ^ , 
'dg z J dg dq 

cos Ä ^ x., ^ + cos Z 2 ^ x. P = .2 Ä' |l • 

o> * Ä a dp ■** dp 



Es wird somit: 






d 2ÜÄ 


OOE 
OOE 


%i „yö? eosZ 2 dx 3 
S .X <>g oo s / * ög ' 


ö — - 




a ;C dp cos/ J dj)' 


. cos K% 




-S"a ^ttÖ^ cos £"< v _, dx» 

T - -^ A i~ ~~ ■£ K i \ — ' 


a^i^ 







cosy , cos K a _ „d? cos ä, „ dx a 

— s 1 « — .£ -A > — .1 y -\ , ' 

dp cos^x oj) cos;; dp 



Aus den Formeln 7) § 15 folgt: 



*- 



i;l^= — cos/ /fifooa r + oos ^ £*i^, 

^I ö - ! =- cos x f^Fcos (t -~%p)+ cos Sl^Xip ■ 
Daher wird: 

d — 



cos x o« oos 2 z dg' 



-yH 8 i 
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Die dritte lntepT>il.iiUt:it.sl.'( j (.lin;?ui!;r. 

•'dg oq 

dq cos 3 / 

' v ' ' cos/ ^g cos 2 / og ' 



f== , cosÄ! dxg cosJf 2 ö| 

■i'H cos i + 2. "'-< — — ± A -— , 

' cos/ dp cos 2 / dp 



C o BXj £« 


»f ' 


— 008 


Ä, ^ 5 


M 


cos x £ * 


DOS 


a Z 


■Ki.ES 


dz 


cos/ ^ x 


5?" 


X 

— 006 


■Kj-SS 


äZ 


eos^ J£ x 


6Z 


"* 


Kl2% 


4Z 

dp 



COW z / 



-yysinO-v), 

— /Hsinr, 

— ]/^coa(r — 1/»), 

— yi?COS T. 



ix r zij 

__ dZ dr äZ 
S öj log bf dqj 

' « 



, „/„dr _&z\ 



*«-*$> 



Daher 

cos z 



_ ö-X _ „ E äZ <5, / JX __ dZ\ 
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VI Di« dritte Intt'i!n : l:ilii;iisl;i:i|jni;iiiiu'. 

Es ergibt sieh aber aus den letzten Definitionen des § 12 und 
aus 11) § 15: 



> , SIII l<- -...■,/ , M], 

- = — ft ,— - . r- * ,— 



) ; 7/ sin 11/ ff sin if 

d X , cos (r — \p) 



dq öj) 



v z ^? = i cos ( r ~ ^) jj. <">" 
^Ög- j/ffeinV |/¥ain^ ' 

Somit erhalten wir: 

+ <^! (i,, - M ^=»; 1+<jfi - i ' ,) ?^ri + ' /ösin '] 

+ JVA-I CW— Ä*) "^~^ +(3ffr-Xft) "" -j +J/H cos rl • 
Berücksichtigt man min die Gleichungen 8) § 15, so folgt: 



Es lässt sich daher in der That die Integrabilitätsbedingung 
5) durch die Relation 9) § 13 ersetzen. 



Gehen wir nun dazu über, die beiden ersten lutegrabilitätsbe- 
dingungen in 3) § 17 umzuformen. 
Aus 11) § 15 ergibt sich: 

y. y ^H = cos r ein (r— y ) dq_ d_ öp_ sinrcos(r— xp) dp d dg 
1 dp sinV f>{'?> p/H sin 2 V j/HÖß/ip 
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Die beiden eisten Inti>gn',ljiiitiü*b<'<li>i;:>.img'cn, 

Berücksichtigt man nun, dass: 

d|_ öS öl_ äi 



„äV'F 



y» *"' «{•—VI | 



afajO , 1 d s _ 



"it_„„.„» 



dp sin y ^ip 

Ferner erhält man: 

d*a _ eo6Tsin (T— ip) &g_ J^ dp sinicos(r— g) öj^ ü£ 
• i *>d}~ .in' V ^i/ifäjj/H •i»»V |/H«3 )"P 

_ 8i „ , » «iiEzSl+Ä^^ > 4SI. 

Hier wird: 

ä|_ e?_ as äs 

so dass: 

d|/g tSj/S 

chs = _.!>j l__öj """^ a g 

^ d? dg ein V y/H 

ist. 

Multipliziren wir nun die erste der Gleichungen 3) § 17 mit 
i=j/ — 1 und addiren sie zur zweiten, so entsteht; 

o|/y o)/g 

cHvBsi) ., , . .Air Jp "^ «<l\_, „>,<(—«- 

d_yij_ dyw 

>fa+"s ) ,■/, ij.^' X'-v) °g "*"'' » f \ . ,/5," 
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74 Tliir g^iiiiiptrisuhc lliüi-skiej- von X, Y, Z, r u r 2 , ' und ip. 

Wenn man hiev noch mit e~" multiplieirt. so werden die beiden 
ersten IntegnibilitiUsliodingungen in 3) § 17 durch die einzige Glei- 
chung : 

,// . . , ~«\ -i cos y -tt — 

da |/Hriny< 

d|Ö dl'? 



Es ergibt sieh somit, dass die gesuehten Integrabilitätsbe- 
diiigüiigen je uticii den Umständen durch zwei oder drei Gleichungen 
dargestellt werden. Hat man bei der Bestimmung der Grössen e, f,f 
und g dureb die Grössen X, F, Z, £, ^, £, r-j, r 2 , t und \p die Glei- 
chung 9) § 13 benutzt, so werden die Iiitegrabüitätsbcdingungen 
durch 1) allein vertreten, sonst aber tritt die Gleichung 9) § 13 als 
noch zu erfüllende Relation auf, an deren Stelle man natürlich auch 
die Gleichung 5) § 17 anwenden kann. 

Es werde nun vorausgesetzt, dass die Integrabiliräfsbediugungen 
der Ausdrücke für dx, dy, ds in 10) § 15 erfüllt seien, und dass 
man durch Integration dieser Ausdrücke eine Fläche gefunden habe. 
welche mit §, t>, t zusammen ein bestimmte Strahl en^y-tom festlegt. 
Wir zeigen jetzt, dass die Grössen X, Y, Z, r ± , r 2 , r und ip für 
das letztere dieselbe geometrische Bedeutung haben, wie früher. 

Zunächst sieht man, dass X, T, Z die Richtungscosinus der 
Normalen der Fläche (a:, y, s) siud, weil die Beziehung: 

Xda>-\- Ydy+Zds = 
erfüllt ist. 

Ferner ergibt sieh, dass: 

t<*£Ö|_,, v^^l-f v^^l-r y d Jö| = „ 

wird. 

Die Abscissen der Grenzpunkte der kürzesten Abstände nennen 
wirr'] und r\, wobei r'i^r'z sein möge. Die Richtungseosiims 
des zu r\ gehörenden kürzesten Abstandes seien x\, l\, fi' t und 
die Richtuugseosinus des zu r' s gehörenden k' 3 , ?.' 2 , ft' 2 . Um diese 
Grössen zu berechnen haben wir zuerst die Gleichung 3) § 14 zu 
bilden. Hier wird; 
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— (e >F— jH) = - H f> sin i// sin (3 t — V) (r t — rj) , 
|<f + f)H-«» = -)® l*Hdn*r^-*(fi-fi), 

und jene Gleichung nimmt die Form an: 

iF Bin (2 1 — 2 V) * a + 2 j/S^sin (2i — tp) t + H sin 2i =0. 
Alsdann ergibt sieh: 

= __ yg(dn (3 t -») + «!■» ) = _ j/g.in , 

/».b(Ji-2t») )"?siii(i — y)' 

_ _ V^Jf (sin (2 t — y) — sin i//) __ __ {^fcoer 

]/¥' si» (2 i — 2 V) " j'Tooi (t— V) ' 

Nach den Entwicklungen des § 14 muss nämlich, sofern : 
grösser ist als r' ä , die Differenz ti—ta dasselbe Vorzeichen haben, w 

g<D— i(f+D V. Es ist aber hier: 
1 /ff 



11 * 2,/ 


;p Biji 


(2r-2v) 




und der rechts stehende Ausdruck 


hat, 


da j-j — /- 2 positiv ist, dasselbe 


Vorzeichen wie der Ausdruck — ^H^WWsmilJ — 


2 ^ 


->i>. 


Berechnet man nun die Grössen 


r\ und 


r' 2 nach 5) § 


14, so 


folgt: r\ = r 1 und r' 2 =r 3 . 
Ferner ergibt sich: 










J73 _ ji Hm V 
1 sin 2 (r — ip)' 


Ff = 


cos a ( 






l-livi'-iehnet man daher mit 
tive Einheit, so wird: 


e x und « 2 die 


positive oder 


nega- 


gesetzt werden können. 

Dann folgt nach 7) § 14; 

,_, dl cos (r- 


^2 = 

-*) 

nv 

-V) 

-v) 


= s 2 }fH - 
d? cot 


sin t// 

..(!-*) 




c „. __ &tsin (t- 


d£ sin 


i»v' 




' J dj» ,/>/ si 

3 dj) yfl-si 


o'Sj/'Psiny' 
d»; co b jr 
d2|/¥8iiiv' 
0"»; sin t 
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7fi Besonderer Fall: das Nonnak-usyslem ck«' Fläche (x,y, s). 
, d£ cos (r — tfi) ^_ cos .£_ 

, _ d£am (t — y) öf sin % 

£lll2 ~dp y'SsinV-' ^I^siny' 

Nun sind nach unseren Voraussetzungen über die Grössen t 

und ip die hier für e<>fi\ und e 1 fi'% gefundenen Ausdrücke negativ, 

man hat daher s t gleich 1, s 2 gleich — 1 zu nehmen, so dass sieh 

ergibt : 

Dann folgt aber; 

A X dp . "* X dq . , -, 

somit haben auch t und \p dieselbe geometrische Bedeutung wie 
früher. 



§ 19. 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass das im ersten Capitel be- 
handelte Problem aus der Theorie der krummen Oberflächen einen 
besonderen Fall des zuletzt behandelten Problems aus der Theorie 
der geradlinigen StnUilcnsysteme bildet. Zu diesem Zweck nehmen 
wir an, dass die Strahlen (£, r n t) mit den Normalen (X, Y, Z) der 
Fläche (sc, y, e) zusammenfallen, so dass: 

%=x, v = y, r, = z, 

H=L, = M, W=N, 
e=-@,f=f>=,-&,g=-e", 

h = L, i = i' = M, Jc = N, 
J=Q, d 6 = 3 s , tp = cp 

wird. Unter diesen Voraussetzungen ist nun die Gleichung 9) § 13 
identisch erfüllt, so dass damit auch die Integral lilUät^bocli'.igiing 
5) § 17 fortfällt. 

Die Grössen r s und r a werden nach 2) § 14 die Wurzeln der 
Gleichung; 
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{LN—M*)r*—(L&' -rNQ-2M&)r+ ©0" — 0' a = O. 1) 
Man hat aber nach 4) § 13 : 

und nach 3) §13: 

L&" + N© - 2 MQ- = &@ "~ & -(G& + EQ" -2F&). 

Daher gellt, die Gleichung 1 Vi in die folgende über: 

(©©" _ @-2) ,-s _(<?© + 7^0" - 2 JF©') r + #<? - F* = 0. 2) 
Vergleicht man diese Beziehung mit 2) § 2 und berücksichtigt, 
dass r 1 >r a ist, so ergibt eich: »• 1 = eii »'s = $2- 

Nach 3) § 14 werden tj und t a die Wurzeln der Gleichung 1 : 
(M &' — N&) t 2 — (JV9 — L&") t + i & — M& = 0, 
welche unter Benutzung von 3) § 13 die Gestalt annimmt: 

{FS" — G&) t 2 — (f? — £0"} t + F& — F& == 0. 3) 

Auch hier möge vorausgesetzt werden, dass F@" —G@' jon 
Null verschieden ist. Man erhält nun: 

In Folge einer Bemerkung im § 14 ist daher für t x die grössere 
oder kleinere Wurzel von 3) zu setzen, je nachdem: 
x{FQ u -GSOjo. 
Dann folgt aber nach § 2, dass t 1 =( 1 , t % = t s ist. 
Für die Grössen y^ . . z ä . . erhalten wir jetzt die Ausdrücke: 





dX 


i ix 


1 d], 4- dr , 


<IZ 


, iz , 




_ ^ 


1 a s 

tf 2 


- , _dp äii - 

• '■' w, • '"» 


dp 






ÖX 


i ■»* 


ar x tt. 


<\7, 


j_ äz . 




d# 






dp 






Hier ist: 












W^^L+VM^ + Ntl, 










W s *= Vi + 2 Mii+ N$ 






gesetzt. 












Vergleicht 


mau 


dieselben mit den Ausdi'üel 


;en : 


3) § 1, 


mini 


dass: 


» 








wird 
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78 Besonclerci' Fall: d;is Nornuiletisystem der Flüche (x, y, e). 

Nach 11) § 14 genügen jetzt die Grössen x und \p den Glei- 
chungen : 

co 8 «=— Jj, c „ s( ,^) = _-ii, 

iL in 

2J& 2äJ* 

Man erkennt dann nach 1) § 3, dass % = o , ip = q> wird. 

Die Definitionen 6) § 15 lehren nun, dass oos-STj und coBÜTg 
verschwinden, wodurch nach 9) § 15 auch % und s B zu Null werden. 

Die Grössen s lt s a , s s , s 4 gentigen jetzt nach 3) § 15 folgenden 
Beziehungen: 



s 1= =- 


_ @ oo S ( ff - T ) +@ , co* 


III __ 


ß ,cofi (ff— 9) „„ cosff 
l'L sin ip j/Ä'sin ip 


j'i sin ^i f'jV : 
Q gJMg-g) Q , _rix 


™ ? ' 


s — 


Visin? [/ffs 


iap' 


]/L smy ^Numtp 



Benutzt mau hier die drei letzten der Gleichungen 9) § 3, so 
entsteht : 

h = — ea iL sin 0, s B = — fc Ytfam(o~q>), 

S a = — pj -fL COSff, S 4 = — Q x ]lN COS ((7 — qc). 

Unter Anwendung dieser Werthe geht nun 10) § 15 in 3) § 4 
und 1) § 18 in 12) § 4 über. 

Es ist daher in der That gezeigt; dass das im ersten Capitel 
behandelte Problem einen besondern Fall des im zweiten erörterten 
bildet 
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Aus evüeiigemlfm Funkt iout-n hiT^ci'.'ite'.e ISlrahir.'-nsy&l.^HU'. 



III. 



ä 20. 



Im vorigen Capitel haben wir die Differentiale dx, dy, dz durch 
die Grössen X, 7, Z, 0, y, t, r lt r a , v und V unter der Voraus- 
setzung ausgedrückt, cbiss man die Werthe von e, /, f und t? duroll 
dieselben Grossen darstellen könne. Dabei sollte neben den Glei- 
chungen 12) § 14 entweder die Gleichung 9) § 13 oder irgend eine 
andere durch die Natur des verlangten Strahlensystems vorgeschrie- 
bene Relation /wischen e, f, f und g benutzt werden. Bei den Nor- 
miilensv steinen einer Flache nahm die Beziehung 9) § 13 die einlache 
Form f=f au. Wir wollen jetzt eine Classe von Strahlen Systemen 
betrachten, deren Eigenart die Beziehung: e + g ~ f + f =0 hervor- 
bringt, welch letztere nan keinen besonderen Fall der Gleichung 
9) § 13 darstellt, so dass hier die IntegrabiliiäTsbediiigmig 5) § 17 
bestehen bleibt. 

Wir bezeichnen mit as, y, #, x u y lt e x reelle Functionen der 
beiden Veränderlichen p und q, mit U, V, TF eindeutige, analytische 
Functionen der complexen Veränderlichen u=p + qi und setzen: 
U=tc + x 1 i, V=y J ry 1 i, W=e + Uli. 

Die eomplex conjugirte zu w sei v=p — qi. Ebenso seien 
Pii Fi, TFx bezüglich conjugirt zu U, V, W, so dass: 
Ui=so — #1«, V\ = y — ffi»i TFi=£— e t i. 

Dann sind die Grössen x, y, z, x t , y lt s i durch die complexen 
eonjugirten Variabein u und v ausgedrückt mittels der Gleichungen: 



:=UU+U 1 ),,, = ^(V+r 1 ), 



UW+WO: 



sor-oa, »^-sc-n), < 



f-JW-WJ. 



Die Grössen x, y, s betrachten wir mm ajs die Coordinaten 
einer Fläche, ebenso x 1: 3/1, s x als Coordinaten eitler zweiten Fläche, 
welche eins verwandt« Flüche der ersteren heissen möge. 
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Ans erzeug erulyn Funktionell licrurleilvte Strahltirisysici] 



Zu einem bestimmten Werthepaar p, g, oder was dasselbe ist 
u, v, gebort nun sowohl auf der Fläche (x,y,e), wie auf der Fläche 
(%> Vit s i) e ' n bestimmter Punkt. Diese beiden Punkte sollen ent- 
sprcclendr. Punkte heissen. Legt man durch je zwei entsprechend« 
Punkte eine Gerade, so entsteht ein Strahlensysfem von der zu be- 
trachtenden Art. Ein solches soll aus den drei- erzeugenden Functionen 
U, V, W hergeleitet genannt werden. Ebenso mögen U, V, W er- 
zeugende Functionen der Mäche (x, y, s) heissen. 

Zunächst sind die Bedingungen festzulegen, denen U, V, W 
genügen müssen, damit die Flächen (*, y, e) und (x x , y x , z{) nicht 
in Curven ausarten. Hierzu ist erforderlich und hinreichend, dass 
die drei Determinanten: 

dq dp 



a üy de dy de R _ de dw dz da _ 

dp dq dq dp' dp dq dq dp' 


_ bf> dy_ 
dp dq 


und ebenso die drei Determinanten: 




., öyj ö«'! dt/t dz ± ^„d«! dfl^ 

dp dq dq dp ' " dp dq 

g< _da 1 dji _ dxi dji 

dp dg dq dp 


d ei d^ 
dq dp ' 


im Allgemeinen nicht gleichzeitig verschwinden: 
Da nun: 




dec dr-! dw __ da?i | 
dp dq ' dq dp ' 

dp dq ' dq dp ' t 

de ds x dz ö#j 

dp dq ' dq dp ' J 





so folgt: 

A = Ä' } B = B', C=0\ 

Es brauchen daher nur die drei Grössen A, B, C nicht gleich- 
zeitig zu verschwinden. 

Man hat ferner: 

dp~ du + dv 2\du + dv /' 

dp~ du + dv~ 2\du + dv N *' 

be^de de^l/dW .äWA 
dp du + dv '2\du dv )' ) 
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Die EelatioTi: e + g — f+f' = 



Daher wird: 



Id« 



ÖW 2 V« äv y 

i)y\ i/dV (IVA 

dv)~ 2\(*H rfv /' 

i»V i/ilf liTTA 



A — 
B = 



( dV, dW 
\dv du 
(dW l du 



„_i(dl\ 



dl] dV t \ 



Von diesen drei Determinanten rnuss also mindestens eine im 
Allgemeinen von Null verschieden sein. 

Die Wertbe der Grössen S, y, l werden bestimmt durch die Glei- 
chungen : 

_ yi— y 



s 



R 



1 B 



c Wn 



Hier ist R — ^fa— x)*+ (3/1— y)* + (.ßi—ef gesetzt, d 
mit dem Vorzeichen von rs r — 8 genommen. 

Tim die Werthe der Grössen 11, tf>, t 1 kennen zu lernen, leiten 
wir aus 5) die Beziehungen ah : 



/' da Bl 



_ 1 J iHgi— a=) s <UR 



a (*-«) 



Öj3 B \ dp dp / ' ~f\q ' 

dp B \ dp 



Unter Benutzung von 1) entsteht dann: 



»I». 



'»■2 



0(.r, 



,- H'r 



öi> 



öo do 



= i 0"-»). 



, Oboifläulien unfl Strahlen Systeme. 
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82 Die Relation: e+g — f+f =0. 

Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen folgt jetzt, dass 
die Relation : 

e + g-f + f'^Q 8) 

erfüllt ist. 

Die Gleichung 9) § 13 nun könnte sich aar dann auf die vor 
stehende Beziehung reduziren, wenn: 

Mb — Ni = Lk - Mi = Nh~ Mi' = Li' — Mh 
wäre. Dann müssten aber nach 10) § 13 die Gleichungen: 

&'f - &g = &'f -Qg= &f— &'e = Q'e - Bf 9) 

bestehen. 

Nun ist: 

dp* ög a dp 2 dq 2 dp 2 dq 2 
und damit; 

0" = — 0, 
so dass die Gleichungen 9) durch das System: 
Q{f'~g) + &(g + f')=0, 

&(f-ff) + &(g+f) = 0, 
&(f+e) + &(f-e) = 
ersetzt werden können. 

Wenn sich die Gleichung 9) g 13 nicht auf eine Identität re- 
duzirt, d. h. wenn die Coeffizicnten von e, f, f, g nicht gleichzeitig 
verschwinden, so muss, wie wir sahen, ©0";— 0' 2 von Null ver- 
schieden sein, somit kann dann nicht @ = ©' = sein. Es müssen 
daher die Determinanten je zweier der vorstehenden Gleichungen ver- 
schwinden. 

Man erhält auf diese Weise aus den beiden ersten Gleichungen 
die Beziehung: 

i(f-n=o, 

und aus der ersten und dritten die Beziehung: 

f'(f-r)=ö. 

Im folgenden Paragraphen wird sich aber zeigen, dass fllr 
g = f' = auch HW— 0* gleich Null wird, dass ferner für f=f 
diese Differenz negativ ausfällt. Beide Fälle erweisen sich daher 
als unstatthaft. 

Somit kann die Gleichung 9) § 13 nicht die Form: 
e+g-f+f^O 
annehmen. 
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V''jf:i-: ; !i:i!';!ii ikr bei. im oh i ei on Rtriüilen Systeme. 83 

§ 21. 

Wir sehliessen, wie früher, den Fall H'f'— <D 2 = für den be- 
trachteten Bereich der Variablen p und q aus. 

Die Gleichungen 7) des vorigen Paragraphen liefern nun die 

'Relation: 

HW-W = ^eg-ff t ). 1) 

Dieselbe zeigt, dass g und /', ebenso e und f nicht gleichzeitig 
verschwinden können. 

Wäre ferner f= f, so würde nnc.li 8) § '20 g gleich — e, und man 
erhielt« i'tir H''F — <l>' 2 einen negativen Werth. Es haben daher unsere 
8traiil.mx>iiiU:me, nie.-ntah die Eigenschaft, m« den Xonnuleu einer Fläche 
su bestehen. 

Eine zweite negative Eigenschaft unserer Strahlensysteme ist 
die, niemals reale Brenn/lachen zu besitzen. 

Zum Beweise dieses Sai7.es rechnen wir hier wie im Folgenden 
die Abseissen der Punkte eines Strahls von der Fläche (x, y, s) aus. 
Diu Abseissen der Brennpunkte F x , P s des Strahls (§, j;, t) sind dann 
die Wurzein der Gleichung: 

(ffP- fl»B)pa + (gB— (f + f) + e i F)P + eg — ff = 0. 

Unter Anwendung der Formeln 7) § 20 gebt diese Gleichung in 
die folgende über : 



Die Abseissen der Brennpunkte sind daher imaginär, und reale 
Brennflächen können nicht existiren. 

In der Theorie der geradlinigen Strahlensysteme wird gezeigt, 

dass 

?1 + Pi = »'l + »-2 

ist. Daher erhalten wir: 

fl =*-! + *•*, 3) 

d.h. .ff sfeiW (iVß Summe der Abseissen der Grenz-pietüäe der kürzesten 
Abstände des Strahls (£, ij, C) von seinen Nachbarn dar. 

Die MitielpunlisiViehe wird daher von den Mittelpunkten der Ent- 
fernungen erdsprechender Punkte gebildet. 

Dieser Umstand, dass zwei entsprechende Punkte von dem 
Schnivtjuinkte des durch sie hindurchgehenden Strahls mit der Mittel- 
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84 Seliaar der Flachen (<e , y , 8 )■ 

jtinikr-lllk'hü gleich weit entfernt sind, dass also die beiden verwandten 
Flüchen in gewissem Sinne symmetrisch /.nr Mitteipunkts-fSäelic liegen. 
führt auf deu Gedanken, die ganze Sehaar von Flächen zu betrachten, 
welche in demselben Sinne symmetrisch zur Mittelptuiktsiliielie gelegen 
sind. 

Diese Flächen entstehen auf folgende Weise. Man bezeichne 
mit m eine reelle Constante und trage auf jedem Strahl (£, jj, £) von 

seinem Schnittpunkt mit der Mitte 1 jm nktstl äche aus die Strecke ■■■ 

auf, oder was dasselbe ist. man trage auf jedem Strahl (E, rj, C) vom 

Punkte (x, y, s) aus die Strecke — - — M auf. 

Die Cöordinaten der entstehenden Flüche werden dann: 






Diese und die zu — »t gehörende Fläche liegen offenbar in dem- 
selben Sinne symmetrisch zur Mittelpunkt »fluche, wie die beiden ver- 
wandten Flächen. x ü , y , £ a werden die Cöordinaten der Mittelpunkts- 
fläche, *_!, y_ v s_ t werden bezüglich gleich x, y, z. 

Die Grössen x m , y m! s n> sind die reellen TJ/eile dreier Functionen 
einer complexen Vuriabdu. 

Bezeichnet man nämlich den reellen Theil einer solchen Function 
F mit »(.F), so wird: 

Die zu den einzelnen Werthen von m gehörenden Flächen zeichneu 
sich nun durch gewisse gemeinsame Eigenschaften aus, von denen 
wir die hauptsächlichsten anführen wollen. Dabei empfiehlt es sich, 
neben den reellen Variabein p, q auch die complexen u und v anzu- 
wenden. 
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Sehaar der Flachen (x , y , 8 ), 





Wir setzen: 
















<"» 


_*». 


<>*,„ 


8». 


a»„ 


, %'"' 


^y«, 


d, m 


d^„ 


d«„ 




dp 


i~T 


d« 


dj> 


~dir 


dir 


du 


~sr 




da. 


<>«., 


*»» 


di, 


m<" 


°«, 


<>*•, 


J ». 


d«. 


J B ,m 


dp 


d, 


dl 


dp 


, SB 


d« 


dv 


dl. 


d« 


c (w 


•>', 


ä«. 


^"ffl 


öf. 


0- 


dl. 


»». 


<>•', 


ä». 


dp 


d? 


"57 


dp 


~sir 


d» 


~d!T 


d» 



so dass A ( ~ l, = A, ä t_,) = 2£ n. s. f. wird. 
Alsdann ergeben sich die Beziehungen: 

n ,.„ = i+rf B! C M_ s i+a s c 



4» 



2 JS'"", £'"» = — 2> 8"", C 1 " 



l+»l s 



-(-) 



Daraus schliefst man. dos.s die tf«; eersckietlenen WerUeen rem m 
erdrpreehenden Filieren in den zu demselben Wertlicpaar p , q e/ehUren- 
den I'nnHen, — die also die avf demselben Stra'd (E, >;, l) liegen — 
parallele Normalen besitzen, 80 dass die Grössen X, Y, Z für alle 
Flächen dieselben sind, wie auch m gewählt sein mag. 

Ferner fuhren wir folgen;]'.' Be/riclmnngen ein: 



*-»(£)■'-■ 



dp dq 



H 



. 3„ = .£ 



" iirr ~~ d n <)r, ! 



d]? 2 



de; ni Öie.. L 

dV JT 
ö 

dp dp '■ 



i-J 



dX *>*„, 



dX <K. 
' -^ A„ A,, i 



^d« d s ' 



d 



„äZ <K, 



Hier ist g m reell, © m ist zu E n( , und ©^ /.u ©,„ comples con- 
jugirt. Es bestehen nun die Gleichungen: 
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3eh»ar der Fläche« (1^,1) 
E m = j |(1 — »>)•£' — 2(1— mü)J , + (l+«>)«GJ, 

y.=jju-* , )(B-ff)-4i»i'j, 

(J jjj = j|(1+».)<_E+2(1 — m a ) J+(l -m)>ej 

y„=»(E„— ©.), 

<?„ = -((£„ — 2 g„ + ®„), 



j(l-«!)S— (1 +i»)S'j, 

j(l--m) ff+(l+».) sj-ij(l-l»)8'_(l+»>)©"j, 
j(l— »1) S"+(l+») S' j = - ©,„, 
=5! 3) j,- 



1- 



©;, = »(©,-»;), 

s; = - 0,+®;;,) , 

£„ e „, - F i = 4 (31 — ®„. 8 J. 

8.«1 — W = — «LSDL. 



Diese Bezieliuniron :;:i/st;iLLen r.un in Bctvcil' ilcr Flache {x, a ,y m ,0,^ 
folgende Schlüge: 

1) Bilden die Curven ja = const., y = const. auf der Fläche ein 
orthogonales System, so ist © m reell, 

2) Ist dieses Curvensysteiu isometrisch, so ist © m = 0. 

3) Fallen die Curven p = eonst., q = const. mit den KrUmuiungs- 
linien der Fläche zusammen, so ist S m reell und S), m reell. 

4) Fallen jene Curven mit den Asyuiptotenlinien zusammen, so 
ist 2),,, rein imaginär. 

Betrachten wir nun spezieller die ursprungliche Fläche (x,y,s) 
und ihre Verwandte (a^, y^, ^ x ), die also bezüglich zu den Werthen 
m = — 1 und m — 1 gehören. Man erhält hier : 

E, = G, I\ := — F, G, = M. 10) 
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Diu Jjcidon virv.'HiirUifli Flätlien (x, y, z) und (x u 



i& das \vi. 

von v^ und dein Ausdruck \G, das von —• Da nun: 
dp dq 

ö_£ ö% de _ Sgl 

dp dq ' dq dp' 

so besitzt \'G r dasselbe Vorzeichen wie }'E, und \ r l\ besitzt das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen wie y'G so dass: 

iE— y&i, fG= — \% 
zu setzen ist. In Folge dessen wird nun: 

dx d#j dy dyj dz de t 



O/j 


»i 


<)/J 


H'l 


öi) 


ö, 


iE 


,/e, 


l'-E 


t/o, 


' )/E 


ysr 


d.r 


d», 


0:1 


üy, 


ä» 


de 1 



dq dlp dq _dp dq dp 

j/f?"^' Jg~\^' iG~)'E^' 
d. h. aber, „in zwei entsprechenden Punkten zweier verwandter 
Flächen sind die Tangenten der Curven p = eonst, 5 = eonst. auf 
der einen Fläche bezuglich parallel den Tangenten der Curven 
g = eonst., p = eonst. auf der anderen." 

Benutzt man neben den Gleichungen 10) die sich aus 9) erge- 
benden Beziehungen: 

e 1 = — &, &\=— ©" = ©, &\ = &, ii) 

so erhält man die Sätze: 

1) Die Curven p = eonst., q — eonst. bilden entweder auf jeder 
von '/.wci verwandten Flächen ein rechtwinkliges System oder auf 
keiner von beiden. 

2) Sind die Curven p = eonst., q— eonst. auf einer von zwei 
verwandten Flächen Kriiniriiungsltnieii, so wind sie auf der anderen 
sich rechtwinklig schneidende Ai-iyniptnfenlinieii- Die letztere ist dann 
stets eine Mini mal fläche. 

Werfen wir jetzt einen Blick auf die Krümmung unserer Flächen. 
Wenn man die beiden Hauptkrümrnungskalbmesser der Fläche 
(x m ,y m , O mit p lra und q 2i:: bezeichnet ($ hH > #,,,„), so wird, da diese 
Grössen die Wurzeln der Gleichung: 

®m ®L a 2 — C®» &*>+ %, ®») e — (31 — ©,„ ®„) = o 

sind : 
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Die beiden vi 


irwandten Flächen (x, y, ä) und (#j, y ls 2i). 




11 


-2 ££«fB+^«B" 


12) 


1 


2 —"BD" 2 1 
, 1+«" g ! — ®<S - l+»> a s,e 8 ' 


13) 



Wenn die Grösse ii verschwindet, so verschwindet auch ©. In 
diesem Falle folgt aus 12), dass sämmtliche Flächen x m , y m , # m Mi- 
jiirafüflächen sind. Die Bedingung @ — ist gleichbedeutend mit 
der, dass die erzeugenden Functionen U, V, W die Differential- 
gleichung : 

erfüllen. 

Ans der Beziehung 13} ersieht man zunächst, dass, wenn 35 ver- 
schwindet, säinndliche Flüchen der Schaur abwickelbar sind. Ist aber 
3) von Null verschieden, so ergibt- sielt, dass das Kyiimmmirjswa+s aller 
Flächen der Schau,- negativ ist. sowie dass es in. entsprechenden I'vnklcn. 
der Flächen (x m , y lu , # m ) und (x_ m , y_ ril , #_,)) also auch in enf- 
sprceheialen Funkten der beiden verwandten Flüchen denselben Wcrth 
besitzt. 

Ein ganz ähnlicher S;it.z gilt vom Dielt tkkeitsmass. Nennen wir 
die Abscisse des Punktes, in welchem die Fläche (x m , y m , z m ) vom 
Siniltl (;, /;, L") geschnitten wird x m! and bezeichnen wir <h<.s Diclitiy- 
keitsnias!, des strahlen systems in diesem Tunkte mit & m , so ist be- 
kanntlich : 

» = 



{P.-xJ (P B -r m ) ' 



-B, daher: 
2 



14) 



» {l+m e )S i (1+m 2 ) 

/lü«) besitzt auch dm; IJiehligkeitsmass über all einen negativen 
und m ent-spreehenden Punkten der Flüchen (x m , y mi sj und 
(«_,„, y_ mt B_ m ) denselben Werth. 

Betrachten wir schliesslich noch den speziellen Fall, in weichem 
die Curven p = const,. q - - eonst. auf der Flüche (x, ■>/. e) i-.mneti'iseli 
sind. Es wird dann: 
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■E. 



1 + 



Stellung von da, dy, da, 

-E, F m = 0. e^-^-Ji 1 , 



so dass diese Curven auch auf der Fläche (x tn , y m , z m ) isometrisch 
sind. Bezeichnet man das Linearelemcnt dieser Flüche mit ds m , so 



wird: ds* - 



- E(äp 2 + dq 2 }. Die einzelnen den verscfr 



Wr-i-tiicQ von uz entsprechenden Flüchen sind daher mittelst der 
Curven p = const, g = const. conforra aufeinander abgebildet. Im 
Besondern stellt die Fläche (x m , y m , g m ) eine Biegung der Fläche 
(#_,„, V-. m > #_„,) dar, 



i 22. 



wir jetzt die Ausdrücke 10) § 15, sowie die Integra- 
Mlitatsbedingungen derselben für die Fläche {%, y, e) herzustellen. 
Die Gleichungen 7) § 20 liefern die Beziehungen: 



-B 



ß.-. 



B,, 



In Folge ( 

Ausdrücke: 



essen erhalten wir nach 3) § 15 für die Grössen s die 

•i-ft/yBiDCt-v-J-^Hainr), | 

s a - =^(l^sin (r-v/)+ i/H sin i), | 
% = f (l^F oos (r— V) — iB. cos t) , 

Sj==-2-(/yeoa(r— y>)+ \'H cost). 

Ferner sind die Werthe von cos % , cos K x , cos K z zu berechnen. 
Im § 15 fanden wir die Gleichung: 
eg — ff 

also ergibt sich mit Hülfe von 1) § 21 : 



Unter Benutzung von 6) und 11) § 15 folgt: 

cos K, - 



cos K% = 



oob(t— y) v Y dl 


.... äi 
MF sin y «e 
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Darstellung von dx, dy, de. 
Wendet man hier die Formeln ö) § 20 au, so wiid; 



S A'-| r 



I (>P j/Jf sin v d 1 (/»Psin ^ I ' 
eusf— cos * { dR ■"*(»-» > &B sinr j 

Nun hatten wir: 





% oos JTj+Sj cos Z a r s a uob Ä1+S4 cos A^ 




cos jj ' cos / 


setzt, 


Daher entsteht unter Benutzung von 2) und 4): 




1 {öS dR\ fbR , ÖR\ 



Endlich ergibt sich in Folge der Gleichungen 2) d 
Gleichungen 11) des Paragraph 15: 

-%\ öp + b<t)' *L* + **'*- 2 [dp + bq, 



und der 



1 Si+tg s 3 - 



Jetzt gehen nach Anwendung von 5) und 6) die Gleichungen 
10) §15 in die folgenden über: 



\ö"ö dp) \bp dq, 



m*m + <m3) 



1,1,1-- 



Die iiitcgrabiüiiit^hcdiiiüiiugeij 1) § 18 und 5) § 17 dieser Dif- 
ferentiale werden durch die Relationen: 



ö'Jiif'Fn' 












Jp 

Sy(H _ hjv 
b t ™* V dp _ (öS Mft - 
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Inl.'/grüliiliniislii't'iiii^uii.ü'rri von dx, äy , flg. 

= B (Jff+ f) 






In den Ausdrücken für dx, dy, dz kommen jetzt nur die Grössen 
1, ij, 'C und »^ + r 8 = if vor. Denkt man sieh dieselben beliebig als 
Functionen von p und q gegeben, jedoch so, dass jH'** — <Ö a im All- 
gemeinen von Null verschieden ist, und fragt, ob zu ihnen ein Strah- 
ieusyskui g-oliöre, das sich aus drei erzeugenden Functionen der com- 
plexen Variablen p+qi herleiten lasse, so ist die Frage zu bejahen, 
sobald 8) und 9) besteht. 

Man erhält nämlich alsdann die Grössen x, y, s durcb Inte- 
gration aus 7), oder was dasselbe ist, aus den Gleichungen: 

dp 

dp 

dq "^ dp 

Für dxn dy u de t entstehen die Gleich 
dB 



2dx = 



2 dy* 



dq - 


-dR'%, 


dq- 


-dEii 


dq- 


-dR£ 



I" 



2<ii, = 



2 äs. 



Dl 

hei: 
" Dt ' 



diu' 



hdBt), 

KJÜt, 



") 



und es ist danach offenbar, dass dx x , dy lt äzj vollständige Diffe- 
rentiale sind, falls dx, dy , dz solche sind. Die Grössen x + ixj, 
V +• *?i7 * + i$i werden jetzt in der That Functionen von p + iq und 
sind als erzeugende Functionen zu betrachten. Die Grössen %, ij, £ 
und R haben dieselbe Bedeutung wie früher, da sich: 
x 1 — x = R,\, f/i ■ — 1/ = üij, £i — £= R'C 
ergibt. 

Es sei noch bemerkt, das. 1 * man 8) durch die beiden einfacheren 
Gleichungen: 



H 



,)p <)q 



ll 



2 dp T 2 i>p j 
n {iO_ 1 äH , 1 dJV 

\ip 2 äq 2 i t ) 
ersetzen kann, aus denen zugleich hervorgeht, dass die Wahl des Vor- 
zeiehens von r/> ohne Einfluss auf diu [utegrirbarkeit von fix, iiy, dz ist. 



dp oq 
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§ 28. 

Wie schon bemerkt haben die Flächen (x m , y m , s m ) die Eigen- 
schaft, dass ihre Coordinaten sich durch die reellen Theile dreier 
Functionen einer complexen Variabein u — p + qi darstellen lassen. 
Fragen wir jetzt, welche Bedingungen zwischen den zu einer nicht 
abwickelbaren Fläche (je, y, z) gehörenden Grössen X, Y, Z, q 1; q &j <j 
bestehen müssen, wenn ihr die genannte Eigenschaft zukommt. 

In diesem Falle gelten die Gleichungen: 

welche für das Vorhandensein der in Frage stehenden Eigenschaft 

nothwendig und hinreichend sind. 

Multiplicirt mau die Beziehungen 1) der Reihe nach mit X, Y, Z, 

. da: dv de ... , ., dx by bz , ,,. . ■ . 
iliiun mit -T-, -^-, x~, endlich mit v-, ^S -r- uiiil »drt-rt sie ><:.- 
dp dp dp oq oq' oq 

desmal, so entsteht: 

dp CW Öq dp 

Die beiden letzten dieser Gleichungen besagen, dass G— -E+ 2%F 
eine Function von p+iq sein muss, so dass wir die Bedingungen 2) 
einfacher so schreiben können: 

© + ©"=0, G — .E+ 2iF=$(p + qi). 3) 

Benutzt man jetzt die Formeln 9) § 3, so entsteht statt 3): 

L (gi cos 2 o + g 2 sin' 2 o) + N (g, cos s (o — g?) 4- e 2 ainJ! ( ff — ?')) — , 
QiiYNcoa (o— q>) -fiy'Xcosu) 2 +$(} / Nüa(o— r/>)+iyXsinff) s 

Die letzten beiden Gleichungen müssen für jede Fläche (%. m , y m , e m ) 
gelten, falls nur eine von ihnen nicht abwickelbar ist. 

Bezeichnet man daher die auf die Fläche (#„,,#„,, m ) bezogenen 
Grossen p lt £ 2 , <r, y der Reihe nach mit Q lm , q 2w , tr M , <p m , so be- 
stehen für jeden Werth von m die Relationen: 

■^ C?i« eos2 ff », + 02». s!n2 O ] 

£, (yS cos (ff.-yj + i }/£ cos rr ja 
+p| m ()/Ä : Biii (ff,„— yJ+t^X sin ff„) 2 =g ,(p+2»). j 
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wandter Flachen. 



Buchen wir jetzt die Beziehungen zwischen den Grossen ^ lraj 
ff m , (p m und den Grossen fe, <> 2 , a, tp auf. Es sei zunächst 



Man erhält dann nach 4) § 



Ldp\ 2 2 



(agj-yi)] , dx jh fal - 

sin '/j l Ö'g |/jv 2 



ftl" 



bXJN Qn— fa i 



"L d*/z 



■ 2(«t— ?i) , ftjf fti+a i p u -p 2l S hi(2g 1 -y 1 )n , 

sin<p, 5äl 2 2 sinr/i (1 J ' 



woraus sich die Werthe von d^ und äs 1 durch Vertauschen von 
X mit Y, resp. .? ergeben. Wendet man jetzt die Beziehungen: 

dx dflfj d# ä^j ös ösj 

dp ö^ ' dp dq ' dp dq 
dx by 



Y^ >?r^ > x^ ^* e a(IS ^ er o^ig 60 Grieichung für dx-i folgenden Wertlie 
gesetzt sind, so entstehen drei Gleichungen, welche der Reihe nach mit 
X, Y, Zmultiplizirt, eine identisch verschwindende Summe besitzen. Sie 

sind daher aoi'iiiivaleiit zweien Gleichungen, die erhallen werden, wenn 
, , t dX ÖY bZ , 

Oq dq öq 



. . „ ., . ,öx ör dz 

• min Hie uer Keine usen mit ■ T — , t— , ■,— 
dp dp dp 

iiplicirt und jedesmal addirt. 

Verfahrt man genau so mit den sich aus den Beziehungen: 

dw dxj dy __ by^ de __ dx^ 

dq dp ' dq dp ' dq dp 

ergebenden Gleichungen, so erhält man im Ganzen die vier Rela- 
tionen : 

f£ fei + H+ (fe— fe) cos 2 o) 
=B } / ^_{(Qn+Q2i) 608<)o+(ß u — fei) cos (2 ffi— yi)J , 

iL_ {(fe+fe) cos <p+(fe— fe) cos{2 ff— y)j 
= f^ {fti + fei + (fti— fei) COS 2 (ffi— 9iM - 

j/jff {(fe + fe) cos g>+(fe— fe) cos (2 ff— (f)} 
= ~JL {e n + e al +(gu— e 21 ) cos 2 o-jj , 

V^fei+fe+Cei— fe) cos 2 {ff— <p)} 

= — fL {(fe! + fe,) COS f/l + (fei— fei) COS (2 ffi— quO} , 

welche denselben Inhalt haben, wie die folgenden: 
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, , . 8111(20,-91,) j'jf sin 2(o— 11) 

en+to-fei-to) ^r^-ygfa-g'' »„y . 

(» -„ )co«2„ (?i +g 8 ) g»i. äg+fa- aHZ+ ff) ri» 2o 

Die drei letzten dieser Gleichungen liefen) die Beziehungen: 
, , Ä'sin 2 (g-~w)+L sin 2 c 

eu+eai = ei— es) rTrntr. ' 

Mit Hülfe der zweiten und dritten derselben ist es möglieb aus 
der ersten Gleichung in 7) die Grössen o n , q zi , o 1 und q>^ fortzu- 
schaffen, wodurch man die erste Gleichung in 4) erhält. Daher wer- 
den die Gleichungen 7) durch die Gleichungen 8) vollstilndig ersetzt. 

Man überzeugt sich hiervon noch leichter, wenn man bemerkt, 
tlass nacli 9) S. 34 die Gleichungen i>) identisch sind mit den folgenden: 

= & v & = ©;', ©' = — ©j, ©" = — & v 
und diese in 9) § 21 enthalten sind. 

Die Gleichungen 4) § 21 lehren nun, dass jede Flüelte (*„^|/ m i ^J, 
wenn jw weder gleich 1 noch gleich —1 ist, nach dem im § 10 ent- 
wickelten Sinne als aus den Flächen (x, y, i] und (#,, y 1} #,) zu- 
sammengesetzt zu betrachten ist. Man kann daher die Formeln 2) 
§ 10 anwenden und erhält unter Benutzung von 8): 

i{(i- m )(»,,+' fa )+"(i + ».)( g ,- fa )^-^ fc-^ +t "° 2 -' 



2 ]/£ yN sin q, 

, . sin 2 ff 



^.J.-.J./-.-^™'''" '"■,■ 



|{(i-»)(h-ft)^-(i+»)^(ei+fti+(to-«i) 

iin 3 y+(ei— g a ) 
2 /i /ff sin p 



|{ (1 _ )fe _ &)co52 o-( 1+ „)fe±t ! -— — " ' ^""'1 
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Minimalflächen. 95 

Diese Gleichungen gestatten es, die ICrümmungs Verhältnisse 
jeder Fläche (#„,, J/ m , #„,) zu berechnen, sobald diejenigen der Flache 
(%, y, 0) bekannt sind. 

Wir wollen die entwickelten Formeln auf den Fall anwenden, 
in welchem nach der dargelegten Weise ein Strahlensystem aus drei 
die Differentialgleichung: 

befriedigenden Functionen U, V, W der complexen Variabeln u her- 
geleitet ist. Alsdann ist nach einer Bemerkung im § 21 jede Flüche 
(x , y , ss ) eiue Minimalflache. 

Die erste der Gleichungen 4) nimmt jetzt, da ß a = — ft ist, die 
Form : 

L cos 2 ff -f N cos 2 (ff — tp) = 
an. Weil nun auch p a i= — Pn> so liefert die erste Gleichung in 8): 
£ sin 2 er + tf sin 2 (ff — g>) = 0. 
Dann folgt aber : q> = + —, sowie L = N. 
Das Curvensy stein p = coust., # = const. auf der Einheitskugel 
ist daher isometrisch. 

Die linke Seite der zweiten Gleichung in 4) wird Null, d. h. 
die drei Beziehungen: 

?=+£, L = N, ei + ea = 
ersetzen das System 1) vollständig, während das System 3) durch die 
drei Bedingungen : 

© + ©" = 0, G = E, F=Q 
ersetzt wird. 

Es sei nun: "fL = e f^und: 

sodass die Grossen e und y m ihrem absoluten Betrage nach die Ein- 
heit vorstellen. Dann folgt aus 9); 

2 e lm y„ ein 2 a m = oj y{(l — m) sin2ff+(H-m)eycoa 2 crj , ( 
2 fi,„cos2ff in — g t {(1 — wj) cos 2 ff — (1+m) ey sin 2 ff), > J 
und hieraus: 

2e lm = eiyTci + »» a ), 11) 

wo der Quadratwurzel ihr positiver Werth beizulegen ist. Kim wird: 
(1— m) sin 2 a 4- (1 + w) £7 cob 2 a 



&m2a_ = yy- 

^2(1+«*) 

008 2ff = (i— «0 c o s 2 ff — i ^+ m ) £ y siT1 2g 

^2(1 +m s ) 



12) 
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daher: 

*«*^<o J-™+ i *U(l+< »)_ 13) 

|/2{1 + ^) 
Die Grösse a. m — yy m o misst den Winkel , um welchen das 
Flächenelement der Fläche <x m , y ia , ej gegen das parallele Element 
der Fläche (&', )/, s) fredroht crselieint. Bezeichnet man nämlich die 
Riehtungscosinus der Tangente der zu g hil gehörenden KrLiiimiungs- 
linie auf der Fläche (x m , y m , 2J mit Ä lm , B im , C hn , so wird: 

Ä =~ °° s _ g,n + ^? 8in0 «. 

l ™ öi» j/jö 7 '" öa >/]\r ' 

B = ar cos > 1 .. ar ""_> 

'"' öp |// v /m dg j/jy ' 

'"' dp yX '"' d? [/ff 

Da nun: 

= ÖX oom 6X sing 

1 5y ]/i dg |/jv ' 

#1 = 3- -7=- + y v — :=~ ' 
oj> yz 03 y.ar 

1 öß }//, dg ,/ff ' 

ist, so entsteht: 

A lm 4,+5 lfB Sj + C,,, Oj = cos (<r„ — yy m a) , 
Für das Differential dx M ergibt sieh die Gleichung: 

^„ = -|[((|f(l-») + |f(l+-»)>o»^- e) (|f(l + ».)-f(l-».)) ai n2^ 

+ Kga + -)-^(i-.)>«.. + .^(i-) + * ci«)H*.]. 

woraus man die Werthe von dy m und #£ m erhält, wenn man X mit 
F bez. Z vertauscht. 

Bezeichnet man endlieh die auf die Fläche (x m , y m , aj bezogenen 
Grössen t x und ^ mit t lM und i am , so wird: 



_ fojl+n»') — (1— m)tm 2 g V(l + nt) syrin 2 g 
1 "' — EJ ' "~ (1— m)sin2<j+(l+»t)eycoB2ff "' 

„_ | / 2(l+m a )+(l-m)co8 2q- ( l + m )aysm2 a 
*&» "? (1— »B)siii 2Ö+(l+m)6)'COs2a 
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§ 24. 

Es wird nicht überflüssig sein, die entwickelte Methode durch 
ein einfaches Beispiel zu erläutern. 

Nehmen wir als erzeugende Functionen die folgenden: 
[/■—sin«, F=cosw, W=iu, 
so wird: 

x = sin p cos q i , #1 = — i cos p sin q i , 
y = cos# cos qi, y, = * sin p sin qi, 

Die Fläche (%, y, d) ist die Rotationsfläche der Kettenlinie, 
ihre Verwandte {x u y lt e{) ist die Meusnier'sche Sehraubeniülehe. 
Man erhält zunächst: 

ä.x . bx .... 

-— ----- noKp cos qi, v- = — i&mp sin </?., 

ö« . . d?/ . - 

^- ~ — sin p cos oi, ^ = — t cos p sm qi, 

d -i=o *£ 1 

E=G=co$2qi, F*=Q. 
Da y- negativ ist, hat man der Grösse )/'(? das negative Vor- 
beizulegen. Das Vorzeichen von ^E muss dasselbe sein, wie 



— , daher ist cos qi stets 

positiv. 

Die Axe der p zerlegen wir von dem Punkte p = D ausgehend 
in Theile von der Grösse n. Bezeichnet, ft eine ganze positive oder 
negative Zahl, einschliesslich der Null, so sollen die Intervalle von 
2 (tn bis (2/t f l)rc Intervalle erster Art, aber die Intervalle von 
(2/t — 1) n bis 2 fi TT. solche zweiter Art genannt werden. Dabei sind 
die Punkte (2 (.1 — \)n den Intervallen erster Art, die Punkte 2 tut 
denen «weiter Art zuzurechnen. Liegt nun p in einem Intervall erster 

Art, so wird -^- und, wenn ^ verschwindet, ^— negativ. Daher 

bat man dann die Grösse yiS mit dem negativen Vorzeichen zu ver- 
sehen. Hingegen besitzt }!]$ das positive Vorzeichen, wenn p in 

T. LiliantHal, Obttj-aiolieu und Strahleiisysteme. 7 
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96 Beispiel. 

einem Intervall zweiter Art liegt. Set/.t mau daher fk ■-■- d» ]■(,, so 
wird <5 gleich 1 oder — 1, je nachdem p in einem Intervall erster 
oder zweiter Art liegt. 

Für die Grössen A, JB, C ergeben sich die Gleichungen: 
A = smpcosqi, J3= cosp cos gi, (7= — i sin qi cos qi. 

Da : — i sin q i = — — , so ist — i sin q i positiv für ein po- 
sitives, negativ für ein negatives q. Verschwindet aber q, so wird 
J3 positiv, wenn p innerhalb eines Intervalles von (2jf — ^) ie bis 

12 \i-\-~\n, hingegen negativ, wenn p innerhalb eines Intervalles 

von (2," + ;=-!^ bis (ä;i 4- ^-l n liegt. Verschwindet endlich auch 

B, so wird A positiv, wenn p mit einem der Punkte (2/.t +5-)^, 

aber negativ, wenn p mit einem der Punkte \2 f.t -f ^\n zusammen- 
fällt. Man hat daher alle Punkte innerhalb der Intervalle von 
[2ft — -1 it bis (2/t + 9)™ mit Einschluss der letzteren den Punkten 
mit positiver g-Coordinate, jedocli alle Punkte der Intervalle von 
(2 ft + — ] n bis (2 ft + „ ) n mit Ausschluss der ersteren den Punkten 

mit negativer g-Coordinate zuzuzählen. 

Zieht man nun durch die Punkte /( n auf der p-Ann Parallele 
zur g-Axe, so wird die p f g-Ebene in Theile von viererlei Art zerlegt. 
Diejenigen Theile, für deren Punkte q positiv ist, sollen Ebenentheile 
erster oder zweiter Art heissen, je nachdem ein Intervall erster oder 
zweiter Art auf dcrjj-Axc ein Stück ihrer Hcgreiizuiig bildet. Ebenso 
sollen diejenigen Theile, für deren Punkte q negativ anfällt, Ebenen- 
theile dritter oder vierter Art genannt werden, je nachdem ein Inter- 
vall zweiter oder erster Art auf der p-Axe ein Stück ihrer Begren- 
zung bildet. 

Nach § 1 S. S hat man: 

P = ^0 $i C0s2 1 * 
zu setzen und erhält dann: 

cosp 






cos qi coaqi 

Das Produkt 6 di ist positiv für Ebenentheile erster oder zweiter, 
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negativ für solche dritter oder vierter Art. d x ist gleich 1, wenn die 
Stelle p , q in einem Ebenentlieil der ersten oder dritten, aber gleich 
— 1, wenn sie in einem Ebenetitbeil der zweiten oder vierten Art 
liegt. 

Nun wird: 

dX s .. cos» ÖY t - ■ — smp dZ n 
dp cos qi dp cos qi dp 

dX . . iswpsmqi dY __ ,. < iuos-pamgi dZ 3 () d 1 

dq ~~ ° 1 aos 2 qi dq ° 1 cos 2 qi dq aoa^ qi 

cos J qi 
Man siebt daher, dass der Grösse |'X das positive Vorzeichen 
beizulegen ist, wenn die Stelle p, q in einem Ebenentlieil zweiter oder 
vierter Art liegt, dass aber }'L negativ zu nehmen ist, wenn die 
Stelle p, g in einem Ebenentlieil erster oder dritter Art liegt. Da nun 
|/ff da.s Vorzeichen von d„ ö x besitzt und |/i — e )' N gesetzt wurde 
(S. 95), so ist s gleich 1 für Ebenentheile zweiter und dritter, aber 
gleich — 1 für solche erster und vierter Art. 
Da ferner: 

dX dT_<tX dY^ ismqi 
dp dq bq dp cos 3 qi 
und nach § 1 S. 4: 

Q=ed a 1-^ 

a oos a gs 

wird, so ergibt sich, dass <J a positiv für die Ebenentheile erster und 

dritter, negativ für solche zweiter und vierter Art wird, 

Um den Werth von y oder was dasselbe ist, um das Vorzeichen 
von ff zu erhalten, muss man vorher Ö 3 bestimmen. Es wird: 

@ = — d d\, ©' = 0, 9" = 3 d 1 , 
woraus ersichtlich ist, da die Gleichungen ©' = und F= bestehen, 
dass die Curven p = eonst., g= const. Krümmungslinien sind. 

Aus der Gleichung: E~ Lq\ folgt nun: ^ 1 ^=c^ qi, und eine 
Bemerkung S. 13 u. 14 lehrt, dass in Ebenentheilen erster und »weiter 
Art die Curven p — const, in Ebenentheilen dritter und vierter Art 
die Curven q = const. von den zu gj gehörenden Krümmuiij'.slinieii 
gebildet werden. Wir erhalten daher, wenn die Stelle p, q in einem 
Ebenentheil erster oder zweiter Art Hegt: 
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cos qi cos qi cos 

A 2 = — d u cosp, I? a = (Jd 6inj>, G ä = 0, 
somit : 



Mau bat also nach den Formeln 7) § 2 für Ebenentheile erster 
Art (f 3 = l, für solche, zweiter Art 3 3 = — 1 zu setzen. 

Liegt aber die Stelle p, q in einem Ebenengebiet dritter oder 
vierter Art, so wird: 

Ay = — <S cos p , Bi = <S sin p , Q = , 

_ i Bing Bin qi R _i cosj) singt 1 



J ä a B 1 -5 a X I =<! — 



tjt 



Also ist: d a = — 1 für Ebenentheile dritter, rf a = + 1 für solche 
vierter Art. 

Daraus folgt nun, weil y = d 2 d B> dass j' gleich 1 ist för Ebenen- 
theile erster und zweiter, aber gleich — 1 für solche dritter und 
vierter Art. 

Nach § 7 wird jetzt für Ebenentheile erster und zweiter Art: 
cos o — 0, sin <7 = 1, 
für solche dritter und vierter Art: 

cos o = l, sin ff = . 

Wenden wir die Bezeichnungen des § 3 an, so erhalten wir 
daher unter Benutzung der Tabelle III S. 11 für Ebenentheile erster 
Art die Aufeinanderfolge 1-1 2ü. für Ebenentheile zweiter Art 28 14. 
für solche dritter Art 13 24, und endlich für solche vierter Art 24 Kl. 

Es handelt sieb nun darum, die Krihii mm ^Verhältnisse einer 
Fläche (x m , y m , s M ) 7.V, erkennen. 

Für die Gesammtheit der Werthsysteme p,q ergibt sich unter 
Benutzung der Formeln 4) S. 16: 

|cos qt- eosV v ' \ a J 
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äy 1B = 




Zu einer Stelle p,q in einem Ebenen gebiet erster oder zweiter 
Art gehören die Werthe: 

t = yan+w^ + l— m t = |/2Cl + m")— 1+m 
Im 1+m ' a " 1-j-JW ' 

und zu einer Stelle in einem Ebenentbeii dritter oder vierter Art die 
Werthe: 

, _(/2q +"^j-i + m , _ y^(i+» B )+i — w 
«I»- 1+m ' - . <■»- - 1+m 

Für Tlieile erster und zweiter Art wird somit: 





ftya(i+«*i 


l/2(l+w! 3 )+l— m 


2 cob s ei 


1+m ' 


dp ö q '' 


ei y2(l+m s ) 


y2(l+m a )— 1+m 


'" 2 cos 3 g* 


1+m 



i hat also sowohl der Ausdruck \'E ui + 2 F m t lvi + G m t\ m wie 



der Ausdruck fE~~+ 2 F„, t 2m + (r^'%,, das positive oder negative 
Vorzeichen, je nachdem »i>-l ist. Das Produkt beider Wurzeln 
ist daher positiv, und dies findet, wie man leicht sieht, auch für 
Ebenentheile dritter und vierter Art statt. Dieses Produkt bildet den 
Nenner des Ausdruckes : A 2m B lm — A lm B 2ni , wo A h . t , A im , B lm , B ifil 
bezüglich die für die Flüche (x m> y mi #J geltenden Grössen A lt A\, 
B u B 2 sind. Es bleibt daher nur noch das Vorzeichen des Zählers 
zu bestimmen. Der letztere ist gleich; 

ß x m **y m dx m öi/ n \ / ^ \ 

\dp dq dg dp/\ h * '-'"' 
und erhält für Stellen in Ebenentheilen erster oder zweiter Art die 
Form: 



.irtinj/ifH-HfSji^.H-H,-! 
■ Ebenentheile dritter und vierter Art die Fori 



n g i(l + m 8 )y2(l+« ') 
™*qi{l+m) 
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Bezeichnet man nun die auf die Fläche (x M , y m , s m ) 1 
Grösse o 3 mit d 3w , so wird die letztere negativ, wenn m > — 1 , 
positiv, wenn m <z — 1 ist. 

Da nun y m = Ö a Ö Sm , so wird, bei »»>■ — 1, y M positiv für Ebenen- 
theile zweiter und vierter Art, negativ für solche erster und dritter 
Art; bei m< — I wird y m positiv für Ebenentheile erster und dritter, 
negativ für solche zweiter und vierter Art. 

Endlich ist noch festzustellen, ol) man a m als positiven oder 
als negativen Winkel in Rechnung zu setzen hat. 

Es liege die Stelle p , q zunächst in einem Ebenentheil erster 
Art, und zwar sei m> — 1. Aus den Formeln 12) des vorigen 
Paragraphen ergibt sich dann: 

1 — m 



folglich wird; 



sin 2 e = , , cos 2 ff = - 

y2(l+*«) 0(1+**?)' 



^ 



sin ff, = ¥ - 1 +-==--:■- - , cosff =\- 1 

Zur Bestimmung der Vorzeichen dieser Quadratwurzeln betrachten 
wir die auf die Fläche {x m , p m , s m ) bezogenen Grössen (\ nnd C 2 , 
welche bezüglich mit C hil und C. im bezeichnet werden mögen. Die- 
selben müssen positiv ausfallen. Nun wird: 

ftX B ™ ° m dX cos a m 

i« — y« Ö2 ^ ' *" ~~ J '"' ö 2 ys ' 

Ferner wird y m = — 1, also ist ff 1J( ein negativer Winkel, dessen 
absoluter Werth kleiner ist wie -■ 

Man kann nun die Tabelle I S. 11 benutzen, sobald man sich 
in derselben d 3lil statt d g , g> m statt q> und ff m statt a gesetzt denkt. 
Es ist hier: 
<J a =l, (J BJB = — 1, ?„ = — 1> — |<ff m <0, o<<f m — ?„<!' 

in welchem Falle aus der Tabelle die Aufeinanderfolge 1324 hervor- 
geht. In derselben Weise erhält man, wenn m< — 1, die Aufein- 
anderfolge 1423. 

Für Flächenelemente, welche den Ebencntheilen zweiter Art 
entsprechen, ergibt sich, wenn m> — 1, die Folge 3241, wenn 
m<— 1, die Folge 4231. 
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Bei Flächenel erneuten, welche zu Ebenentheilen dritter Art ge- 
hören, tritt, wenn m> — 1, die Folge 1324, wenn m<. — 1, die 
Folge 1423 auf. 

Endlich erhalten wir ftir Flächenelemeote, welche auf Ebenen- 
theile vierter Art bezogen sind, wenn »o-l, die Folge 3241, 
wenn m<z — 1, die Folge 1423. 

Vergleicht man nun diese Folgen mit den entsprechenden für 
die Fläche (ce, y, z) geltenden, und bestimmt, dass die Grösse einer 

Drehung den Werth — nicht überschreiten soll, so erkennt man, dass 

die Elemente der Fläche {x m , y m , z m ) aus den parallelen Elementen 
der Fläche (x, y, e) für Ebenentheile erster und zweiter Art bei 
m> — 1 durch eine Recbtsdrelumg, bei ot< — 1 durch eine Links- 
drehung, hingegen für F.beiient.heile dritter und vierter Art bei m > — 1 
durch eine Linksdrehung, bei i»< — 1 durch eine Kcchtsdrclmng 
erhalten werden. 

§ 25, 

Fragen wir jetzt nach den Bedingungen, unter denen ein be- 
liebig gegebene:; Strahieiisy stein, bei welchem aber die Grösse HM'— 9 2 
im Allgemeinen von Null verschieden ist, zu den jetzt betrachteten 
gehört d. h. sich aus erzeugenden Functionen herleiten lässt. 

Unter den Flächen, von denen aus man die Abscissen auf den 
einzelnen Strahlen rechnen kann, hat man eine in's Auge zu fassen. 
die sieh für jedes 8trahlcnsysfem eindeutig bestimmen lässt. Wir 
wählen hierzu die Millelpunklsllädie, deren Coordiuaten mit x , y ü , g 
bezeichnet werden sollen. Die auf diese Flüche bezogenen Grössen 
e i ft f> 9 mögen bezüglich c l} , /]■,, f' u . <j a genannt werden, 

Für ein Strahleusystem mit der verlangten Eigenschaft ergibt 
sich aus 4) § 21: 

1 , 



Daher folgt: 



37 : 


= j(*+a; 1 ) 


•\ 


»0 = 


= j(»+S<i), 
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*o : 


-1 («+»■). 
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und mit Benutzung der Gleichungen 1) § 22 entsteht: 

_ 2 /'o 



Nimmt man: B = — j;p> so wird: 



3) 



Nun bedeutet -^ die Abseisse des Punktes (£, , a/i, *i) auf dem 

Strahl ii', :,., 'S), wahrend — - die Abseisse des Punktes (x, y, s] 

darstellt. Für die Oeordinateu der beiden verwandten Flächen (£, y, 3) 

und (x lt y 1) £j) ergeben siel: daher die Gleichungen: 

x=x IJ — -3^1 ^i=«o + Y^' 

B I ■, i s 

<J — !h~ 2 r l> I <1) </> = » + JD, 

8, ,2!, 

• ■=«b--jC, j »i-«. + -ä5, 

«od jede der drei Grössen a; + ta^, ?/ -f- »yj, « + ia^ ist eine Func- 
tion von p -\- iq. Daher liefern die Gleichungen 1) und ö) zunächst. 
die Beziehungen: 

dp 2 dp 2 dp bq 2 dg 2 bq' 

dy JJ by_n bS ö^o , -S d?) q dB \ rA 

bp ~z dp 2 h~p~ 37" T 5i ä öä' 

ö Jo_.j? ^J"„_A d-B_dg . -B dg t du, 
dp 2 dp 2 dp~ög ' 2 d-2 2 02 

Muitiniizirt man diese ^leieliuna'en der Reihe n :k 1 1 mit -■- ?■■ ■■'■ ? v",- 
fa dp dp dp 

d| öj dg 

da dg dg 

i entstehen die Relationen: 



' dp b 2 dp ^dg 2 dg ! 

Von diesen sind die beiden ersten eine Folge von 2). 

Ferner ergibt sich ans 'I) und 5): 
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('r/cujr.lmkn Functionen. 


d* II b% % bli _ 
da 2 äs 2 ö? " 
öy JJ öij ij dB 


da 
dp 
byo 


B de 
" 2 dp 


1 OK 1 
' 2 dp ' 
fj dB \ 


02 2 dg 2 off 
O2 B df C dB 

bq 2 bq 2 bq 


bp 
beb 

dp 


2 dp 

x ac 

2 dp 


2 dp ' ( 
(dB 
2 dp J 


Verfährt man hier wie rui 


t den Gleichungen 


6), so erbä 


icy.H'luiu^iMi : 

A-f. — v 


-1* 




) 


ö^e 1 dB 
■*bq 5 2 d 2 ~ 


._«£.„ 
^dp 


' 2dp'J 



von denen wiederum die beiden ersten eine Folge von 2) sind. 

Die dritte Gleichung in 7) und die dritte Gleichung in 9) kann 
man durch die beiden Relationen: 

f'o f'o 

^dp £_ dq ' ■* dq § ~ d^ 

ersetzen. 

Nehmen wir jetzt an, dass die für ein beliebiges Strahlensystem 
berechneten Grössen x , j/ , e , £, c;, £ sowohl die Beziehungen 3} 
wie 10) erfüllen, und dass H*P — & z von Null verschieden sei. Man 
kann dann scliliessen, dass das in Frage stehende StvahlcnsYstetu 
die Eigenschaft hat, sich aus drei erzeugenden Functionen der com- 
piexen Variabein p + iq herleiten zu lassen. 

Definirt man nämlich die Grosse R durch die Gleichung: 
2To 

so kann man mit Hülfe von 3) und 10) zunächst die Systeme 7) und 
9), sodann 6) und 8) aufstellen. Die letzteren aber lehren, dass die 
durch 4) und 5) delinirten Ausdrücke % + ix lt y + iy x , £ + iz : Func- 
tionen der complexen Variabein p + iq sind. Aas den Gleichungen 
4) und 5) selbst ersieht man dann, dass diese Functionen für das 
betrachtete Struhlensystem in der That die Rolle von erzeugenden 
Functionen spielen. 

Die drei Gleichungen 3) sind nun nicht von einander unab- 
hängig, sondern eine ist eine Folge der beiden andern. Da nämlich 
x , y , ^o die Coordinaten der Mittelpunktsflache eines Strahlensystems 



11— --^ 

" — US ' 



/Google 



HeHeiOiavkeit eines Slndilensysleuis a 






sind, so müssen die Abscissen der Grenzpunkte der kürzesten Ab- 
stände des Strahls (|, i;, C) von seinen Nachbarn, dem absoluten 
Wertk nach gleich, dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sein. Da- 
her ergibt sich aus der Gleichung 2) S. 55 die Beziehung: 

g o H+e a 1 F=(f o +f' l) )0, 
und man kann die Relation: g« = — e in 3) als eine Folge der beiden 
andern Relationen; 

e o W = f' o 0, 

f f = -f H 
betrachten. 

Wir haben also folgendes Resultat: „Ist ein Strahlensystem 
dadurch bestimmt das:? die Ooordinaten der Fläche, von welcher 
aus die Abscissen auf den Strahlen des Systems gerechnet werden, 
sowie die Richtungscosimts £, i\, £ der Strahlen des Systems als 
Functionen der beiden unabhängigen Veränderlichen y und q gegeben 
sind, jedoch so, dass der Ausdruck Hf'—fl) 2 nicht versehwindet, 
so lässt sich das Stn.iblensystem aus drei Functionen der complexeu 
Veränderlichen p + iq herleiten, wenn die Gleichungen: 



dp dp 



' dq dp 



»5 



dp dq 
„ v Ö£o d| 

" dp d<> 



-i'l 



d§ 



18) 



dp j 

bestehen, wobei x , */ , ^o die Ooordinaten der MittelpunktsHärhe 
des Strahlensystems bedeuten". 

Sind nun die Grössen x , y„, s , §, t], 'C als Functionen der 
beiden Veränderlichen p % und q ± dargestellt, so lässt sich das zu- 
gehörige Strahlensystem aus drei Functionen der cnmplexcn Verän- 
derlichen p + iq herleiten, wenn es möglich ist, p 1 und q ± so durch 
p und q auszudrücken, dass die vorstehenden Gleichungen 13) er- 
füllt werden. Es erscheinen alsdann p 1 und q t als Integrale eines 
Systems von vier partiellen Differentialgleichungen, die sich mit 
Hülfe der Transformations form ein S. fi(i leicht aufstellen lassen. 

Betrachten wir das vorliegende Problem noch von einer anderen 
Seite. Wenn ein Strahlen System die Eigenschaft hat, aus drei Func- 
tionen einer complexen Veränderlichen p + iq hergeleitet werden zu 
können, so lehren die Gleichungen 5) § 21, dass die erzeugenden 
Functionen seiner Mitlelpnnktslläche durch die rechten Seiten der 
Gleichungen: 
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jij 17- £■(*+*,+' (*r->>))>| 

Y+i v= 2 (j+yi+s (si— »)) > > 

dargestellt werden. Bezeichnen wir diese Functionen der Reiht 
mit x + ijo, # + *toi ^o + »ä»> »° wird: 






"yS+tÄ+sS" "' rtä+#+a8' * rtS+W+aS' 

und (l + i)CJBb+»&), (1 + •) Oo + »Wi (l+00to + *fc) werden 
die erzeugenden Functionen des Strahlensystems. 

Ist nun ein Strahlensy stein dadurch bestimmt, dass die Coor- 
dinaten der Ausgangsiläehe und die Kiehtungscosinus der Strahlen 
des Systems als Functionen von p x und q 1 gegeben sind, so hat man 
zunächst zu untersuchen, ob die Coordinaten x , y , St, der Mittel- 
nmikislläche des Stfiihlensysteins sich durch die reellen Tlieile dreier 
Functionen einer eomulexen Veränderlichen darstellen lassen, d. h., 
ob es möglich ist eine solche Transformation #1 =f(p,q), <k. = f (p,<l) 
zu finde«, vermöge deren x , y a , s Q die reellen Theile dreier Func- 
tionen von p + iq werden. Liegt diese Möglichkeit vor, so ist es 
nicht ausgeschlossen, dass sich die Funktionen /"und tp auf mannig- 
fache Weisen bestimmen lassen. Zu jeder dieser Bestimmungen: 

gehört ein System U it V x , W x von erzeugenden Functionen der 
Flache x Q , y Q , g Q . Die reellen Theile der Functionen V v bez. V x , 
bez. W x stimmen für jeden Wertb von l überein. Man hat nun die- 
jenigen Syslemc herau^/u greifen, in welchen die imaginären Theile 
bezüglich nicht übereinstimmen. Nennen wir diese: 

tfn Vi, w t -, u tl v t , w t -,...u a , r a , w, 

so wird das gegebene Strahlensystem die verlangte Eigenschaft haben 
oder nicht, je nachdem sich unter den letzten Functionssystemen eins 
findet oder nicht, mit Hülfe dessen sich die Gleichungen 15) befrie- 
digen lassen. 

Diese Art des Verfahrens kommt in letzter Linie darauf hinaus, 
die sämmtlielien Integrale eines Systems partieller Differentialglei- 
chungen zu ermitteln, welches die Bedingungen dafür enthält, dass 
die Coordinaten einer Fläche sich durch die reellen Theile dreier 
Functionen einer complexen Variabein ausdrucken lassen, 
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